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PRÉFACE. 

On sait que les théories de l'afncienne Géométrie, telles 
que les expose le Traité de Legendre, sont devenues in- 
suffisantes pour résoudre une foule de questions que les 
élèves sont appelés à traiter. Le but que nous nous pro- 
posons est d'exposer, avec les développements néces- 
saires, les méthodes modernes qui deviennent alors in- 
dispensables. Pour cela, nous n'avons pu mieux faire que 
de prendre pour base de notre travail le Traité de Géomé- 
trie supérieure de M. Chasles, en cherchant à vulgariser 
cet ouvrage, si important pour la science, nfeis qui n'a 
pas été écrit en vue des examens et des concours. 

La tentative que nous faisons n'est pas nouvelle : la 
plupart des Traités de Géométrie récemment publiés con- 
tiennent un appendice où sont résumées les propriétés 
des transversales, des polaires, de l'involution, etc. Plu- 
sieurs de ces suppléments nous ont. été utiles, et, sans 
doute, nous n'aurions pu aussi' bien réussir dans les 
mêmes conditions. Mais l'obligation de réunir, dans 
un volume qui ne fût pas trop étendu, toutes les théo- 
ries de l'ancienne et de, la nouvelle Géométrie, contrai- 
gnait les auteurs à restreindre, plus qu'ils n'auraient 
voulu, le nombre des pages réservées aux méthodes qui 
sortaient dé l'enseignement classique. 

Le Traité de M. Chasles est entièrement fondé sur le 
rapport anharmonique : en effet, un grand monument 
a besoin d'unité; mais un élevé, aux prises avec une 
question difficile, frappe à toutes les portes pour deman- 
der une solution, sauf à la démontrer autrement une fois 
qu'il l'aura trouvée* Aussi avons-nous rappelé les idées 
dont M. Ponceleta tiré un si grand parti ; non-seulement 
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les projections et la perspective, mais le principe de con- 
tinuité, si utile dans bien des recherches. 

La fécondité des méthodes modernes s'étend à l'Ana- 
lyse aussi bien qu'à la Géométrie. Nous avons fait voir 
qu'elles suppléaient parfois à l'impuissance des calculs 
habituels : mais, pour rattacher les uns aux autres, nous 
avons démontré, par les coordonnées ordinaires, que 
l'homographie se ramenait à l'homologie et celle-ci à la 
perspective. 

Toutes ces nouvelles théories trouvent de nombreuses 
applications dans l'étude des sections coniques : nous 
avons, en particulier, exposé un théorème très-général 
de Steiner sur les foyers de trois coniques. Mais nous 
regrettons de n'avoir pu être guidé, dans cette partie de 
notre ouvrage, par celui que M. Chasles vient seulement 
de publier sur ces courbes. 

Tout en relevant l'importance des méthodes modernes, 
nous n'avons point prétendu exclure celles qui sont con- 
nues depuis les Éléments d'Euclide (*) : ainsi nous avons 
démontré, par des raisonnements purement élémentaires, 
les contacts du cercle des neuf points. 

Nous terminons par un chapitre relatif à la rotation 
des figures, et qui n'est plus exclusivement consacré à la 
Géométrie pure. Cependant, comme aucun principe n'est 
emprunté à la Mécanique proprement dite, on ne doit 
pas se faire scrupule d'employer ces considérations de 
mouvement, qui ne s'appliquent pas seulement à la re- 
cherche des tangentes, mais à plusieurs questions diffi- 
ciles à résoudre par toute autre méthode. 

( * ) Nous ne parlons ici que de ses Éléments > car les anciens, et 
Euclide en particulier, connaissaient plusieurs des théories que nous ap- 
pelons modernes. {Voir l'ouvrage de M. Chasles sur les Portâmes d'JSu- 
vlide. ) 
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CH4PITRE PREMIER, 

TRANSVERSALES. 



L — Principe des signes. 

1. On sait que si Ton regarde comme positifs les segments 
comptés sur une direction , de gauche à droite, par exemple, 
ceux qui seront comptés de droite à gauche sur la même di- 
rection se prendront comme négatifs. 

Mais il importe que les signes relatifs de ces segments soient 
indiqués dans les formules où ils figurent. On y parvient en 
admettant que la notation BÀ n'exprime pas seulement la dis- 
tance absolue des points B et A, mais signifie encore que la 
droite qui les joint est parcourue de B vers A. 

Ainsi la notation AB représente la même distance absolue, 
mais comptée en sens contraire ; donc 

AB = — BA ou AB-hBA = o. 

D'après cette convention, les formules de la Géométrie auront 
la même généralité que celles de l'Algèbre. 

Ce principe sera fréquemment appliqué, non-seulement dans 
ce chapitre, mais dans tout le cours de cet ouvrage. 

II. — Triangle coupé par une droite. 

2. Une transversale détermine sur un triangle six segments 
tels, que le produit de trois segments non consécutifs est égal 
au produit des trois autres. 

Il se présente deux cas, suivant que la transversale rencontre 
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ou ne rencontre pas le triangle. Dans le premier cas (fig. i), 
cette droite coupe deux côtés du triangle ABC et le prolon- 
gement du troisième; dans le second (fig. 2), elle coupe les 
prolongements des trois côtés : du reste, la même démonstra- 
tion s'applique aux deux figures. 

Du sommet C menons au côté AB une parallèle qui coupe la 
transversale en G. Les triangles semblables AEF, CEG donnent 

^P = p=r, et cette proportion est vraie, même pour les signes. 

En effet, si nous considérons, dans la fig. 1, les droites AF 
et CG, nous observerons qu'elles sont comptées sur des paral- 
lèles, c'est-à-dire sur la même direction et de sens contraire : 
donc, d'après le principe des signes (1), le premier rapport 

AF 

jrpr sera négatif; ensuite il est évident que le second rapport 

AE . , 4 . r 

^rpr sera aussi négatif. 

Dans te fig. 2, on reconnaîtra de même que ces deux rap- 
ports sont positifs ; donc la proportion subsiste toujours. 
De même, les triangles BFD, CGD donneront 

CG_CD 
BF~BD* 

Multipliant ces proportions, on trouve 

AF AE CD 

BF"~CE*BD' 
ou bien 

AF.CE.BD = BF.AE.CD, 

ce qui démontre le théorème. 

3. Afin de voir comment la règle des signes s'applique à la 
formule précédente, il faut observer que chaque segment est 
compté à partir d'un sommet du triangle; remarquons alors 
que cette formule s'écrit de la manière suivante : v 

AF BD CE _ 
EÎTCD'àE - + I " 

Nous indiquons ainsi que le produit de ces trois rapports est 
toujours positif. 
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4. Réciproquement, si trois points D, E, F, pris respective- 
ment sur les côtés BC, AC, AB d'un triangle, sont tels, que l'é- 
galité précédente soit satisfaite, ces trois points seront en ligne 
droite. 

En effet, soit F le point où la droite DE coupe AB; on aura, 
pour cette transversale, 

AF_AE CD 
BF' ~~CE*BD' 

ce qui, joint à l'équation supposée, donnera 

AF AFAE CD 
BF'~~BF~~~CE*BD* 

Ainsi, à ne considérer queies valeurs absolues des rapports, 
les points F et F' coïncident ou bien sont les deux points qui 
divisent dans un rapport donné la distance AB. Mais cette der- 

AF 

nière hypothèse est inadmissible, car des deux rapports ^=> 

AF' 

^rrp celui qui est relatif au point compris entre A ei B est 

négatif, tandis que l'autre est positif; il faut donc que F' se 
confonde avec F. 

IIL — Droites menées d'un point aux côtés b'un trunglb. 

5. D'un point pris sur le plan d'un triangle ABC {fig, 3, 
4 et 5), si l'on mène aux sommets des droites qui coupent 
respectivement aux points D, E, F les côtés AB, AC, BC, on 
détermine sur ces côtés six segments qui donnent la même 
égalité que les précédents, sauf le signe. 

Le point peut avoir trois positions: i° dans l'intérieur du 
triangle (fig. 3 ); i° dans un angle A, mais au delà du triangle 
(fie- &)ï 3 ° dans un an gle opposé parle sommet à un de ceux 
du triangle [fig. 5). Du reste, la démonstration est toujours la 
même. 

Le triangle ABD et la transversale CF donnent (2) 

AF.BC.DO=rAO.DC.BF. 

i. 
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De même, le triangle ÀCD, coupé par BE, donne 

AO.DB.CE = AE.CB.DO. 

Multipliant ces deux équations, nous supprimerons de part ei 
d'autre le produit DO.AO; nous effacerons aussi BC d'un côté 
et CB de l'autre : mais comme ces deux quantités diffèrent par 
le signe (1), il reste 

AF.DB.CE = — DC.BF. AE. 

Afin de faire encore partir tous les segments des sommets du 
triangle, nous écrirons BD au lieu de DB et CD au lieu de DC. 
ce qui change les signes des deux membres et n'altère pas l'é- 
quation. Nous aurons donc 

AF BD CE__ 
BF'CDAE""" ! ' 

6. Réciproquement, si cette relation est satisfaite pour les 
segments que déterminent sur les côtés d'un triangle trois 
droites passant par les sommets, ces droites se couperont en un 
même point. 

En effet, soit le point d'intersection de AD et de BE, et 

F' le point où CO rencontre AB; on trouvera, comme ci- 

dessus(4), 

AF _ AF 

BF' — BF' 

et l'on en conclura, de même, que F' et F se confondent. 

7. Les mêmes' Jig. 3, 4> 5 donnent encore la relation sui- 
vante : 

OD t OE OF_ 

AD^BE+CF"- 1, 

En effet, menons ON parallèle à AB et ON parallèle à ÀC 
jusqu'à la rencontre de BC. Considérant la^g. 3, on obtient 
facilement, par des triangles semblables, 

OD OM _MN OE NC OF_MB 

AD ~" AB — BC' BE — BC el CF "" CB 5 

« 

ou bien 

OF BM 

CF~~BC* 
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Ajoutant ces égalités, on trouve 

OF OD OE_ BM + MN-hNC _ 
CiF^AD^BE"" BC "" '* 

En faisant directement le même calcul sur \*fig. 4> on aura 
une égalité où le rapport -r=r sera seu ' négatif. Au contraire, 

d'après la ftg. 5, ce rapport sera seul positif. 

Mais il sera facile de constater, en considérant ces figures, 
que ces changements de signes sont des conséquences néces- 
saires du principe que nous avons établi en commençant, et 

que l'égalité 

OD OE OF_ 

AD + BE + CF ~~ l 
est générale dans toutes les circonstances. 

IV. — Surfaces déterminées par les transversales. 

8. Les Jig. 3, 4 et 5 donnent la formule 

AOE COD BOF _ 
BOD'AOF'COE""" 1, 

En effet, comme les surfaces des triangles qui ont un angle 
égal ou supplémentaire sont entre elles comme les produits 
des côtés qui comprennent cet angle, on a 

AOE_ OA.OE 

BOi) ~" OD . OB ' 
de même, 

COD_ OCOD BOF OB.OF 
AOF ~ OF.OA' GOE — OE.OC' 

Multipliant et réduisant, on a la relation indiquée. 

9. Cette égalité nous ramène à la formule n° 5, 

AE CD BF__ 

ce'be'af"~ f ' 

xar les triangles AOE et COE sont entre eux. comme leurs 
bases AE et CE; il en est de même pour COD et BOD, pour 
BOF et AOF; donc, en tenant compte des signes de ces bases, 
on retrouvera la formule connue. 
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10. Les mêmes figures donnent aussi 

OD _ BOD _ COD 

OA ~~ BOA — COA' 
d'où 

COD.BOA=BOD.COA. 

Dans làfig* 3, cela revient à 

COD.(BOF + AOF) = BOD.(COE + AOE). 

De même, 

AOE,(BOD -h œD) = COE.(BOF + AOF), 
et 

BOF.(COE-hAOE) = AOF.(BOD + COE). 

Ajoutant et réduisant, puis divisant d'un côté par le produit 

AOE.COD.BOF, 

et de l'autre par le produit 

BOD. AOF. COD, 

égal au premier (8), il reste 

ii i i i i 



AOE * COD ' BOF ~ BOD ' AOF ' COD 
On trouvera de même, pour \&fig- 4> 



T77Ï5» 



COD ' BOF AOE BOD ' COE AOF 
en ajoutant les égalités 

C()D.(AOF — BOF) = BOD. (AOE — COE), 
AOE. (BOD -f- COE) = COE. (AOF — BOF), 
BOF.(AOE-COE) = AOF.(BOD-+-COD). 

Enfin, \ajig.5 donnera 

COD . ( BOF — AOF) = BOE . ( COE — AOE ), 
AOE. (BOD -h COD) = COE. (BOF —AOF), 
BOF.(COE— AOE) = AOF. (BOD -t- COD), 

Additionnant les deux dernières équations, retranchant la 
première, simplifiant et divisant cpmme pour le premier cas, 
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on trouve 

1 1 1 1 1 1 

œS + ÂO£ ~~ BÔF ~~ BOD + ÂÔF — CÔE* 

11. Si Ton se contente de combiner deux à deux les trois 
égalités que nous venons d'écrire pour chacune des figures, 
on trouvera, dans tous les cas, la relation 

COE _ ABK 
COD — ABD 

et les deux autres analogues. 

12. Soit l'angle AOA', coupé en B et B' par une seconde 
transversale qui rencontre la première AA' au point M; il 
pourra se présenter trois cas, suivant que B et B' seront sur les 
côtés mêmes de l'angle donné (fig. 6), sur les prolongements 
de ces côtés (fig. 7), ou bien le point B, par exemple, sur le 
prolongement de OA, etB' de OA' {Jig. S). 

On a toujours 

MOA OA MOA' OA' 

d'où 



D'un autre côté, 



donc 



MOB ~~ OB' 


MOB' "~ OB' 


MOA.MOA' 


OA.OA' 


MOB. MOB' 

r 


~OB.OB' 


e, 

AOA' 


OA.OA' 


BOB' - 


OB.OB'' 


AOA' 


BOB' 



MOA.MOA' MOB. MOB' 
Dans la fig. 6, 

AOA' = MOA -f- MOA' et BOB' = MOB + MOB' ; 

il reste donc 



MOA ' MOA' MOB ' MOB' 
Dans \zfig. 7, 

AOA' = MOA' — MOA, BOB' «= MOB — MOB', 

ce qui donne 



MOA MOA' ~ MOB' MOB 
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Enfin, dans la Jîg. 8, 

AO A' = MOA -f- MOÀ', et BOB' = MOB — MOB', 

ce qui donne 



MOA ^ MOA' — MOB' MOB 

V. — Théorème de Carnot. 

13. Quand une transversale, menée dans le plan d'un poly- 
gone ABC . . . [Jig. 9 ), rencontre ses côtés consécutifs en des 
points a 9 b, c t . . ., on a la relation 

ak 6B eC 

aB bC <?D ^ ' 

dans laquelle on observe la règle des signes ( 1 ). 

Nous allons démontrer que, si le théorème est vrai pour un 
polygone de n côtés, il l'est pour un polygone d'un côté de 
plus. En effet, le théorème étant supposé vrai pour le poly- 
gone AB . . . E de n côtés, on a l'équation 

ak 6B eE 

m . ■ • • • | . f - 

aB bC ek 

Formons un polygone d'un côté de plus, en remplaçant le 
côté EA par deux autres EF et EA. On a, dans le triangle AEF, 
coupé par la transversale, 

ek e'E fF_ 

eEVF'/A"* 1, 

Cette équation, multipliée membre à membre par la précé- 
dente, donne la formule 

ak bB /F_ 

nB ê ftC"7A — lf 

relative à un polygone de n -f- 1 côtés. 

Donc, pour prouver que le théorème est général, il suffit de 
rappeler qu'il est vrai pour un triangle (2). Ce théorème est 
un cas particulier d'une proposition que nous verrons plus 
tard (427). 

14. Le signe positif du second membre de cette formule 
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ak 
montre que ceux des rapports — = > • • • > qui sont négatifs , sont 

toujours en nombre pair, c'est-à-dire que : 

Une transversale, menée dans le plan d' un polygone y rencontre' 
chaque côté en un point situé sur le côté lui-même ou sur son 
prolongement, et il y a toujours un nombre pair de côtés qui 
sont rencontrés sur eux-mêmes. 

VI. — Relations entre les sinus des angles formés par les 

TRANSVERSALES. 

15. Si par les sommets d'un triangle ABC (Jig. 10) on mène 
trois droites quelconques qui rencontrent les côtés opposés 
en trois points a, b, c, on a la relation 

— .L£. £A_sin«ÀB sin b BC sin cCA 
aC'ftA'cB^sinaAC'sin ftBA'sin cCB* 

dans laquelle s'observe la règle des signes. 

<zB 

Chaque rapport de segments, tel que -r,> a le même signe 

a\u 

que le rapport de sinus correspondant, — — • Cela tient à ce 

sin aA.\j 

que, si les points B et C sont du même côté ou de côtés op- 
posés relativement au point a, les angles <zAB et aAC sont 
aussi comptés du même sens ou de sens opposés par rapport à 
la droite ka; ils sont donc, ainsi que leurs sinus, de même signe 
ou de signe contraire. 

Cela posé, il suffit de démontrer que les deux membres de 
l'équation sont égaux numériquement. 

Or, on a 



donc 



De même, 



.. ABsinaAB ~ AC sin aAC 

aB= : 5 aC = : ; 

sm a sm a 

àB sin aAB AB 

aC sin aAC* AC 

&C_ sinftBC BC cA__ sincCA CA 
6 A ~ sin ftBA'BA' cB~ sin cCB'CB' 
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et ces trois égalités, multipliées membre à membre, donnent 
l'équation qu'il s'agit de démontrer. 

16. Si a, b, c étaient en ligne droite, on sait (2) que 

aB bC cX 

On aurait donc aussi 

sin «AB sinABC sincCA 

_^^____ s . • — — — 

sin aAG sin 6 B A sin cCB 



=H-i. 



17. Si les droites A a, Bft, Ce se rencontraient en un seul 
point, on sait (5) que Ton aurait 

aB bC £A___ 

Donc aussi Ton aurait alors 

sin a AB sinfrBC sincCA 



sin aAC sin 6BA sin cCB 






18. Si d'un point on mène des rayons aux sommets d'un 
polygone ABC . . . E (fig. n), les sinus des angles que ces 
rayons feront chacun avec les deux côtés adjacents auront entré 
eux la relation 

sinOAB sinOBC sinOEA 



sinOAE sinOBA sinOED 



i; 



le signe étant H- ou — , selon que le nombre des sommets du 
polygone sera pair ou impair. 

Admettant encore l'égalité précédente pour le polygone 
ABC. . .E de n côtés, nous allons la démontrer pour le poly- 
gone ABC. . .EF qui a un côté de plus. Le triangle EFA donne, 
ainsi que nous l'avons vu (17), la relation 

sin OAE sin OFA sin OEF _ 

sin OAF ' sin OFE " - sin OEA ~~ * ' 

qui, multipliée par la précédente, donne 

sin OAB sin OBC sin OEF sin OFA 
sin OAF ' sin OB A "sin OED ' sin OFE 

Il suffit donc de rappeler que le théorème est vrai pour un 
triangle; c'est ce que nous avons reconnu au n° 17. 



= -4— I • 
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19. L'équation prouve qu'il y a toujours un nombre pair ou 

impair de rapports, tels <l ue 7Tï7T> qui auront le signe — , selon 

que le nombre des côtés du polygone est pair ou impair. Donc, 
d'après ce que nous avons dit (15) sur les signes des sinus, on 
en conclut cette proposition : 

Si d'un même point on mène à tous les sommets d'un poly- 
gone des rayons dont les uns seront situés dans les angles eux- 
mêmes (ou dans leurs opposés au sommet) et les autres dans 
les suppléments des angles, 

Le nombre des rayons situés dans les angles ( ou leurs op- 
posés) sera pair ou impair, selon que le nombre des angles du 
polygone sera pair ou impair. 

VII. — Applications. 

30. Un triangle étant inscrit dans un cercle, si, d'un point 
quelconque delà circonférence, on mène des droites qui fassent, 
dans le même sens de rotation, des angles égaux avec les côtés 
du triangle, les pieds de ces droites seront sur une même ligne 
droite. 

Pour comprendre ce qu'on entend par le sens de rotation, 
il suffit de concevoir, dans \*fig. ia, qu'une même droite 
occupe successivement les positions a, 06, Oc, en tournant 
autour du point de a en c, et de remarquer que les angles 
OaC, OfrG, OcA, égaux entre eux, sont du même côté de la 
ligne tournante. 

Cela posé, observons que les triangles AOe-, COa sont sem- 
blables comme ayant, par construction, l'angle AcO = OaC, 
et de plus OCa = OAc, puisque ces deux angles sont supplé- 
ments de OAB; donc 

A<?_OA 
Ca ~~ OC ' 

De même, les triangles A06, BOa sont semblables, car les 

angles 0A6, OBa ont tous deux pour mesure la moitié de 

l'arc CO; de plus, 06A = 0aB comme suppléments d'angles 

égaux : donc 

Ba OB 

A6""OA* 



12 CHAPITRE I. TRANSVERSALES. 

Enfin, puisque les angles OcB, ObC sont égaux, et que cBO, 
6CO ont pour mesure la moitié de Tare ÀO, les triangles OcB. 
ObC sont encore semblables, et 

C6__OC 
Bc~~OB' 

Multipliant ces rapports, on trouve 

Ac Cb Ba_ 
Bc*Ab'Ca~- 1 ' 

ce qui démontre la proposition (4). 

Il faut observer, en effet, que la règle des signes se vérifie 
sur le produit des rapports 

Ac Cb Ba 
Bc' Ab' Ca 

Comme cas particulier, nous observerons que, si d'un point 
de la circonférence on abaisse des perpendiculaires sur les côtés 
d'un triangle inscrit, les pieds de ces perpendiculaires sont en 
ligne droite* 

21. L'autre théorème réciproque, démontré au n° 6, fait re- 
connaître les circonstances où trois droites passant par les 
sommets d'un triangle se coupent en un même point. 

Pour les hauteurs, il suffit de comparer deux à deux de» 
triangles semblables ayant successivement comme angle com- 
mun chacun des angles du triangle : les côtés disparaîtront 
comme lignes auxiliaires. 

Pour les bissectrices, il faut se rappeler que chacune de ces* 
droites divise le côté opposé en segments proportionnels aux 
côtés adjacents. 

Pour les médianes, ainsi que pour les droites qui joignent 
les sommets aux points de contact du cercle inscrit, la relation 
est évidente. 



_j 
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CHAPITRE IL 

RAPPORT HARMONIQUE, POLAIRES. 



I. — Division harmonique. 

22. On dit que trois quantités a, b, c, telles que a>6> c, 
sont en relation harmonique lorsque Ton a 

a — b a 



b — c c 



— • 



La quantité b s'appelle alors moyenne harmonique, et Ton 
trouve, d'après la définition. 



ce qui donne aussi 



b 




2 0C 

a-\-c 


I 




I 2 



On appelle quelquefois rapport harmonique la quantité -• 

c 

Cette relation est connue de temps immémorial; Apollonius 
dePerge en fait un usage fréquent dans son Traité des coniques : 
cependant, le mot harmonique n'est pas employé dans cet ou- 
vrage et se trouve pour la première fois dans Pappus. 

Les longueurs des cordes qui donnent les trois notes de 

l'accord parfait majeur, ut, mi, sol, sont représentées respec- 

i 2 
tivement par les nombres i, ~i ^> et il est facile de reconnaître 

5 o 

que ces trois nombres vérifient la relation indiquée pour a, b, c. 

23. Quatre points pris sur une même droite forment un sys- 
tème harmonique quand le produit des deux parties extrêmes 
est égal à celui de la ligne du milieu par la ligne totale. 

Ainsi les quatre points A, C, B, D {Jîg. i3) forment un sys- 
tème harmonique si l'on a 

AC.BD = AD.CB. 
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On voit que les segments sont pris, comme cela doit être, de 
manière à donner le même signe de part et d'autre* 

Pour voir que cette propriété, qui peut servir de définition 
à la division harmonique, s'accorde avec les notions précé- 
dentes, il suffît de vérifier que cet accord a lieu si Ton pose 

AD = a, AB = 6, AC = c; 

on verra aussi facilement que Ton peut également prendre 
pour point de départ l'autre extrémité D, c'est-à-dire poser 

DA=û, DC = 6, DB = c. 

24. On considère le premier et le troisième point, le second 
et le quatrième, comme conjugués deux à deux : ainsi À et B 
sont conjugués entre eux, de même que C et D. On dit alors 
que la droite AB est divisée harmoniquement en C et D, ou 
bien CD en A et B. 

25. Nous avons trouvé (23) la formule 

AD_AC 
BD ~~ CB * 

Si le point D est à l'infini, les droites AD et BD ne différeront 

que d'une quantité négligeable par rapport à chacune d'elles : 

donc 

AD_ 

BD"" 1- 

Alors il reste AC = CB ; d'où résulte ce théorème : 

De deux points divisant harmoniquement l'intervalle de 
deux autres , si Vun est à l'infini, l'autre est au milieu de la 
distance des points donnés. 

26. La moitié d'une droite AB est moyenne proportion- 
nelle entre les distances du milieu M de cette droite aux deux 
points C et D qui la divisent harmoniquement [ftg* i3). 

Pour vérifier cet énoncé, il suffit de transformer l'égalité 

AD.CB = AC.DB 

de manière à n'y laisser que les quantités 

AM = MB, MC et MD. 

Celte formule s'écrit 

(AM-+-MD)(AM — MC) = (ÀM-t-MC)(MD — AM). 
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Développant et réduisant, on trouve en effet 

m 



ÀM=MD.MC, ou bien MD = 



MC 



On obtient donc ainsi une solution du problème suivant : 
Connaissant l'un des points C suivant lesquels une droite AB 
est divisée harmoniquement, trouver le point D, conjugué de C. 
On verra plus loin (162) la solution du problème suivant : 
Trouver deux points qui divisent harmoniquement deux 
segments en ligne droite. 

Mais quant au problème actuel, où Ton donne un seul seg- 
ment avec un troisième point dont on cherche le conjugué 
harmonique, on en trouvera une solution plus simple à la fin 
du n° 42. 
27. En comparant la formule 

i i f 

des miroirs sphériques avec l'équation 

112 

- +- = x 
a c o 

du n° 22, on voit que l'objet et l'image divisent harmonique- 
ment le rayon du miroir. 
Dans une ellipse ou une hyperbole, comparant encore la 

à* 
distance — du centre au pied d'une directrice, avec la formule 
c 



MC 

du n° 26, on reconnaîtra que l'axe focal est divisé harmonique- 
ment par un foyer et le pied de la directrice correspondante. 

II. — Faisceaux harmoniques. 

28. On dit que quatre droites partant d'un même point 
forment un faisceau harmonique lorsqu'elles divisent harmo- 
niquement une transversale quelconque. 

Celles de ces droites qui passent par les points conjugués de 
la transversale sont dites conjuguées harmoniques deux à deux. 
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Cette définition suppose démontrée la proposition suivante : 
Si quatre droites partant d'un même point divisent harmo- 
niquement une transversale, elles divisent aussi harmonique- 
ment toute autre transversale, même non parallèle à la pre- 
mière* 

Mais nous allons conclure cet énoncé comme conséquence 
évidente d'un théorème qu'il faut maintenant démontrer. 

29. Étant données les trois droites OA, OB, OC {fig. i4), si, 
d'un point quelconque C, pris sur une d'elles, on mène une 
droite GCE telle, que les portions GC, CE comprises dans les 
angles AOC et BOC soient égales, et que du point on mène 
OD parallèle à GE, une transversale quelconque ABCD sera di- 
visée harmoniquement* 

En effet, les triangles AGC, AOD donnent 

GC AC 
OD~AD ; 

de même CEB, OBD donnent, en considérant les signes, 

OD_BD. 
CE — CB : 

multipliant ces égalités et observant que GC = CE, il reste 

AC.BD = AD.CB, 

ce qui constitue la division harmonique (23). 

30. Non-seulement la proposition du n° 28 se trouve ainsi 
démontrée, mais on résout aussi le problème suivant: 

Étant données trois droites OA, OB, OC d'un faisceau har- 
monique, trouver la droite OD conjuguée avec l'une OC de ces 
trois droites. 

Cela revient en effet à diriger la droite GCE pour que Ton 
ait GC = CE ; or, d'après une construction connue, il suffit de 
mener CF parallèle à OA jusqu'à la rencontre de OB en F, de 
prendre FE = OF et de joindre EC. 

On trouve ainsi une seconde solution du problème indiqué 
ail n° 26 : pour diviser harmoniquement la droite AB, et trouver 
le conjugué D du point donné C, on pourra joindre A, B, C à 
un point quelconque 0, et trouver OD comme il vient d'être 
dit. 
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D'après ce que nous avons vu sur les points conjugués, il 
est clair que deux droites conjuguées entre elles alterneht avec 
les deux autres : mais il faut observer que les quatre droites 
s'étendent de part et d'autre du point O; ainsi, la transversale 
aurait pu rencontrer la droite OD du côté de OD' (fig. i4). 

31. On peut considérer, comme donnant une direction li- 
mite des transversales, une droite telle que GCE, parallèle à 
un des côtés du faisceau : alors le point D, conjugué de C, est 
à l'infini, et GC=^ CE. 

Cela revient à ce que Ton a déjà vu (25). 

32. Nous reviendrons plus tard sur les propriétés du rapport 
harmonique, considéré comme cas particulier du rapport que 
nous appellerons anharmonique. 

Cependant nous allons chercher, dès à présent, les relations 
qui doivent exister entre les coefficients angulaires des équa- 
tions de quatre droites pour qu'elles fassent un faisceau har- 
monique. Comme il ne s'agit que des angles, nous prendrons 
l'origine O au sommet du faisceau que nous couperons par une 
droite MAiAjAaA^ parallèle à Oy(Jig. i5). 

Les équations des quatre droites étant respectivement 

y=a,x f yz=a t x, jr = a t x, y=a t x, 
si nous prenons x = OM, nous aurons 

<r,# = MAi, a a ar=MA„ <z s a? = MA 3 , rt*a? = MA 4 . 
La relation harmonique est 

Ai A4 • A3 A3 z=^ At A)« A3 A4, 

en prenant toutes les quantités positives. Observant que 

Ai A4 = MA4 — MAi, ..., 

et supprimant de part et d'autre x* 9 il reste l'équation cher- 
chée , 

(« 4 — a, ) (a, — a t ) = (a i — a l )(a r — «,). 

Développant et réduisant, on a aussi 

(a t -h a,) (a, -h a A ) = 2 (0, a s + a t a k )> 

33. Si l'une de ces quatre droites, telle queOA,, coïncide 
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avec Taxe des x, d'où a* = o, il restera 

•* 

Si, de plus, Taxe des y est la direction conjuguée avec Taxe 

des x, çn aura 

a k = qd ; 
d'où 

Ainsi, deux droites représentées par^ = mx et / = — mx 
sont conjuguées entre elles, et font un faisceau harmonique 
avec les axes. 

III. — Pôle et polaire relativement a un angle. 

34. Étant donnés un point A et un angle COD (fig. i4), si 
Von mène de ce point une infinité de transversales à cet angle, 
le lieu géométrique des points conjugués de A sur toutes ces 
transversales, relativement aux points où elles coupent l'angle 
, donné , est la droite OB conjuguée de OA. x 

En effet, il est évident, d'après ce que nous avons vu n°* 29 
et suivants, que le point B, qui divise harmoniquement avec A 
la droite CD, est sur la ligne OB, conjuguée de OA, relative- 
ment à l'angle COD ; cela tient à ce que la direction de la trans- 
versale est arbitraire. 

D'après cela, on dit que le point A et la droite OB sont le 
pôle et la polaire l'un de l'autre, relativement à l'angle COD. 

35. Par conséquent, si l'on donne les coordonnées x' > y* 
d'un point quelconque A* (fig. i5), il sera facile de trouver 
l'équation de la polaire de ce point, relativement à l'angle 
AiOA 3 dont les côtés sont représentés par y = a x x et y = a*x. 

y> 

Il suffira d'écrire, dans les formules du n° 32, <z, =•£-,, et 

x' 

ces formules nous donneront le coefficient angulaire a k de la 
polaire cherchée. 

Si Ton demandait réciproquement le pôle d'une droite pas- 
sant par le sommet de l'angle, ce problème serait indéterminé, 
car on pourrait prendre indifféremment tous les points de la 
ligne conjuguée avec la droite donnée. 

Enfin, si l'on demande le pôle d'une droite quelconque re- 
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lativement à un angle donné, on doit considérer le sommet de 
cet angle comme le pôle demandé; cela tient à ce que les po- 
laires de tous les points de cette droite passent par ce sommet. 

36. Pour construire la polaire d'un point donné relative- 
ment à tin angle, nous renverrons à la construction déjà indi- 
quée (30 ). . . 

Du reste, nous trouverons bientôt une autre méthode pour 
résoudre ce problème (40). 

IV. — Théorèmes sur les polaires. 

37. Lesjig. 16 et 17, sur lesquelles nous allons établir quel- 
ques ; propositions, présentent des ressemblances et des dif- 
férences qu'il faut d'abord indiquer. 

Quatre points A, B, C, D étant sur un même plan, si aucun 
d'eux n'est dans l'intérieur du triangle formé par les autres, 
ces points font un quadrilatère convexe ABCI) [fig. î6) dont 
les côtés opposés AD et BC, AB et DC se coupent aux points 
et 0", tandis que les diagonales AC et BD se coupent en 0' ; 
mais les points et O", où se rencontrent les côtés, pouvant 
être considérés comme des sommets, la droite 00" sera consi- 
dérée comme une troisième diagonale. L'ensemble de ces 
côtés et de ces diagonales s'appelle un quadrilatère complet. 

38. Au contraire, il peut arriver qu'un des points, D, soit à 
l'intérieur du triangle ABC formé par les trois autres (Jig. 17); 
nous indiquons encore par 0, 0', 0" les points où AD, BD, CD 
coupent les côtés BC, AC, AB. 

. Les autres notations de ces figures seront choisies de telle 
manière que ce qui va suivre puisse s'appliquer généralement 
à l'une comme à l'autre. 

39. Considérons, dans ces figures, l'angle COD et le point 0" : 
sur les droites O'BA, 0"CD, prenons respectivement les 
points E" et F", conjugués de 0", pour diviser harmonique- 
ment les distances AB, CD. On sait (3k) que E"F" sera la po- 
laire de 0" relativement à COD, et passera par conséquent au 
sommet 0. 

Tout ce que nous venons de dire sur les divisions harmoni- 
ques de AB et de CD, en prenant pour sommet, s'appliquerait 
encore à ces mêmes divisions en considérant 0' comme som- 
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met du faisceau : donc E"F" passe aussi en 0', c'est-à-dire 
que 00' est la polaire de 0", relativement à COD et à CO'D, 

40. On en conclut une méthode nouvelle et très-souvent 
employée pour construire la polaire d'un point relativement à 
un angle. 

Du point 0" menez à l'angle COD deux sécantes qui coupent 
cet angle aux points C et D, B et A ; joignez AC, BD, qui se 
coupent en (Y : la droite 00' est la polaire demandée. 

41. Indiquons parE et F les points où O'O" coupe BC et 
ADj par F' et E' ceux où 00" coupe BD et AC; on peut faire 
les observations suivantes : 

Nous avons vu (39) que 00' était la polaire de 0" relative- 
ment à l'angle COD, que nous pouvons aussi indiquer par EOF ; 
on a reconnu sembiablement que la même droite 00' est la 
polaire du même point 0" relativement à l'angle E'O'F' ouCO'D. 

De même, 00" est la polaire de 0' par rapport aux angles EOF 
et E"0"F", et O'O" est la polaire de relativement aux angles 
E'O'F', E'O'F". 

42. Toutes les droites des fig. 16 et 17 sont divisées har- 
moniquement [ excepté les lignes ponctuées dont il ne sera 
question que plus tard (43)]. 

La droite AB étant» par hypothèse, divisée harmoniquement 
aux points E' 7 , 0", le faisceau de quatre droites ayant son som- 
met en divisera de même les autres droites EF, CD, BD 
et AC. 

Ensuite, 0"O étant la polaire de par rapport à l'angle 
£// Q'-'F", la droite ET" sera divisée harmoniquement en et 0' ; 
il en sera donc de même pour les droites BC et «AD, coupées 
par le faisceau 0". 

Enfin, la droite BC étant divisée harmoniquement aux 
points 0, E, on pourra donner à cette division, au lieu du 
point 0", le point 0' pour sommet; alors la droite F'E', dont 
il restait à parler, sera aussi divisée harmoniquement comme 
transversale du faisceau ; . 

Comme cas particulier de cette proposition, nous remarque- 
rons l'énoncé suivant, relatif à la fig. 16 : 

Une diagonale d'un quadrilatère complet est divisée har- 
moniquement par les deux autres. On en conclut encore une 
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manière de trouver sur une droite 00" le conjugué harmo- 
nique E' d'un troisième point F' {fig. 16 et 17). 

Soit pris arbitrairement le point B; sur F'B prenons le point 
quelconque D que nous joindrons à et 0*, ce qui coupe en A 
et C les droites BO", BO; la ligne AC coupe 00" en E'. 

4-3. Nous démontrerons aussi que les points E, E', E" sont 
en ligne droite. En effet, les quatre droites E'E", E'B, E'O", 
E'A (parmi lesquelles on n'a pas tracé E'B) forment un fais- 
ceau harmonique de sommet E', puisque AB, ainsi qu'on vient 
de le voir, est divisé harmoniquement aux points 0" et E''. 
Donc une autre droite, telle que BC, sera aussi divisée harmo- 
niquement par ce faisceau au point et au point où E'E" coupe 
la direction BC : ainsi ce dernier point n'est autre que E. 

Ce théorème peut s'énoncer de la manière suivante : 

Les polaires d'un point D, relatives aux angles d'un trian- 
gle ABC, rencontrent respectivement les côtés opposés en trois 
points situés en ligne droite. 

Pour le voir, il suffit d'observer que AE est la polaire du 
point D relativement à l'angle BAC* En effet, si Ton mène 
de ce point des sécantes 0"C, O'B jusqu'à la rencontre des 
côtés de cet angle, et que l'on joigne encore ces points de 
rencontre par les droites O'O", CB qui se coupent en E, on 
sait (40) que le point E sera sur la polaire, qui sera par consé- 
quent AE. 

De même, BE' et CE'" seront les polaires du même point D 
relativement aux autres angles B et C du triangle ABC; mais 
ces droites AE, BE', CE" ne sont pas tracées sur \esjig. 16 
et 17. 

44. La droite AB étant divisée harmoniquement en 0" et E", 
la droite O'B est la polaire de A relativement à l'angle 0"0'0. 
Par conséquent, la droite 0"0 doit être coupée sur cette po- 
laire par la sécante E"F{40); il en résulte que les points E", 
F', F sont en ligne droite. 

Par la même raison les lignes E'F"F et EF'F" seront droites ; 
mais ces trois directions n'ont pas été tracées pour ne pas com- 
pliquer ïesjig. 16 et 17. 
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V. — Applications. 

45. Dans la^g*. i4> si OC était la bissectrice de AOB, il est 
clair que la droite GŒ, menée de telle manière que GC = CE, 
serait perpendiculaire à OC, ainsi que OD parallèle à GC : 
donc OD diviserait en deux parties égales le supplément de 
l'angle AOB. Mais les droites OC et OD sont conjuguées har- 
moniques (30) ; on a donc le théorème suivant : 

Les bissectrices d'un angle et de son supplément forment, 
avec les côtés de cet angle, un faisceau harmonique. 

Et réciproquement : 

Dans un faisceau harmonique^ si deux droites conjuguées 
sçnt perpendiculaires, elles sont bissectrices des angles sup- 
plémentaires que font les autres droites. 

46. Soit A un point quelconque pris sur une circonférence 
qui a DD' pour diamètre {Jig. 18 ), et soit B, C un système corres- 
pondant de deux points qui divisent harmoniquement DD'. 
L'angle DAD' étant droit comme inscrit dans un demi-cercle, 
on voit, par le théorème précédent, que AD sera la bissectrice 
de BAC et AD' celle de BAE, supplément de BAC; ainsi, étant 
connu un des points B et C, il sera facile de trouver l'autre. 

Nous ne répéterons pas ici la démonstration connue de Géo- 
métrie élémentaire par laquelle on démontre les proportions 

AB BD D'B , . . , 

-tt7 = îwt = Twp- » que nous écrivons ici en observant la règle 

des signes; cependant nous en conclurons le théorème sui- 
vant : 

Le lieu géométrique des points A tels, que le rapport des dis- 
tances de ces points à deux points fixes Ae/B soit constant, 
est une circonférence ayant pour diamètre la distance de deux 
points D et D' qui divisent harmoniquement AB. 

Le système de ces points D et D' sera déterminé par la va- 

BD D' B 

leur donnée du rapport r= =r^ = jyn* 

47. Si l'on mène du point A' (Jig. 19) des transversales A' BC, 
A'DE à l'angle BAC, on sait (40) que le point où se coupent 
BE et CD est sur la polaire AO de A'. Soit encore A'GO' uneautre 
sécante menée du point A': le point F où se coupent GE et DO' 
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sera encore sur cette polaire, ainsi que le point I où se cou- 
pent BO' et GC. Il en serait de même pour toutes les autres 
transversales menées du point A'. 

Ainsi, les points 0, F, 1, ... , sont en ligne droite avec A. 

Ce théorème subsiste encore si le point A 7 est à l'infini. 
Alors BC, DE, GO', . . . , sont parallèles. 

48. Cette considération permettra de résoudre le problème 
suivant : f 

Joindre un point donné au sommet inaccessible d'un angle 
donné. 

Supposons d'abord (Jîg. 19) le point donné dans Tinté- 
rieur de l'angle BAE, donné par ses côtés. BD, CE, mais dont 
le sommet A est supposé inaccessible; nous mènerons de ce 
point deux sécantes croisées DOC, BOE, de manière que le 
point A', où se couperont CB et ED, soit dans les limites de la 
figure, ce qui exigera un certain tâtonnement si le point est 
près de la bissectrice de l'angle donné. Du point A', menons 
une nouvelle transversale qui coupe BD en G et CE en O f ; 
joignons DO' et GE qui se rencontrent en F, la droite OF sera 
la ligne demandée et passera en A. 

Si, au contraire, le point donné 0' est extérieur à l'angle 
donné BA'E, nous mènerons, d'un point quelconque A, la 
droite AO' qui coupe les côtés de l'angle en E et en C, ainsi 
que AG qui les coupe en D et B; nous joindrons DC, BE qui 
se rencontrent en 0; du point A, nous mènerons AO qui sera 
coupé en F par DO'. Enfin, joignons EF qui coupe AB en G, 
la droite O'G sera la ligne demandée qui passera en A'. 

49. Cette solution n'exige que l'emploi de la chaîne et des 
jalons, mais avec l'équerre d'arpenteur le problème se résout 
plus simplement. 

Soient BF, CE (fig. 20) les côtés d'un angle dont le sommet 
inaccessible A doit être joint au point donné 0. Il suffira, 
par le point 0, de mener perpendiculairement à ces côtés les 
lignes BE, CF, enfin d'abaisser sur BC la perpendiculaire OD 
qui sera la droite demandée (21). 

Cette même construction permet de résoudre le problème 
suivant : Du sommet inaccessible d'un angle donné BAC, me- 
ner une perpendiculaire sur une droite donnée BC. 
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50. Mener la bissectrice d'un angle dont le sommet est in- 
accessible. 

Coupons cei angle BAC parla droite quelconque BC (fig. at), 
et soit le point où concourent les bissectrices des angles 
ABC, ACB : on sait (21) que ce point est sur la bissectrice 
de BAC. On pourrait en trouver un second point en menant 
toute autre sécante que BC; mais soit B'C parallèle à BC, B'O' 
à BO et C 0' à CO, il est clair que 0' sera aussi sur la ligne 
cherchée qui sera 00'. 

51. Prolonger 9 au delà d'un obstacle, une droite dont deux 
points sont visibles* 

Soient B et C ces deux points (fig* 19), et cherchons un 
point A' de la droite BC au delà d'un obstacle que nous sup- 
poserons exister à partir du point B. Du point quelconque A, 
menpns deux droites AB, AC, et prenons sur chacune de ces 
lignes les points D et £ choisis arbitrairement, mais d'une 
manière convenable pour la figure; joignons BE, CD qui se 
coupent en et menons la droite AO. Soit encore G pris arbi- 
trairement sur AB, et joignons GE qui coupe AO en F; enfin, 
menons DF qui coupe AC en 0' : les droites ED, O'G se cou- 
peront en A' qui sera, d'après ce qu'on a vu (40), sur la direc- 
tion de CB. 

On aurait de même un autre point et tant d'autres points 
qu'on voudrait de la direction de cette ligne. 

Cette construction est remarquable parce qu'elle s'applique 
au cas où B et C sont inaccessibles; en effet, il suffit de poser 
des jalons dirigés vers ces points dont on n'est pas obligé d'ap- 
procher plus près qqe le point 0. De plus, rien n'exige que 
du "point A' on puisse voir B et C, ni réciproquement. 

Lorsque l'un des points B est accessible {fig. 22) et que 
l'on peut se servir de l'équerre d'arpenteur, il suffit de mener 
sur BC une perpendiculaire BA de longueur convenable, de 
prendre sur AA', perpendiculaire à AB, une distance suffisante 
AA' et d'élever sur AA' la perpendiculaire A'B' = AB; alors 
il est clair que B'C', perpendiculaire à A'B', est le prolonge- 
ment de BC. 

Ici encore rien n'exige que les portions BC et B'C de cette 
droite soient visibles l'une pour l'autre. 
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I. — Propriétés qui définissent la polaire. 

52. Si Ton mène d'un point donné une sécante quelconque 
à un cercle, le lieu géométrique des points conjugués harmo- 
niques avec le point donné, relativement aux points d'inter- 
section avec la circonférence, est une droite qu'on appelle la 
polaire du point donné, considéré comme pôle. 

On voit que cette définition de la polaire, par rapport à un 
cercle, est la même que celle qui a été donnée à propos d'un 
angle (34), mais elle exige de même une démonstration, 

53. Si d'un point on mène à une circonférence C une sé- 
cante qui la coupe en D et en E, on demande le lieu géomé- 
trique des points M où concourent les tangentes menées en D 
et en E (fig. 23 et 24). La perpendiculaire CF sur le milieu F 
de DE coupe en M la tangente MD; on a 

R* = CM.CF; 

mais les triangles rectangles CMP, CFO sont semblables, comme 
ayant l'angle C commun; donc 

S=S et R '= cp - co > o" cp =<S- 

Ainsi la perpendiculaire abaissée du-point M sur le diamètre 
quipasse en est indépendante de la direction de la droite OED; 
il en résulte que cette perpendiculaire est le lieu géométrique 
lui-même. L'égalité R J = CP.CO est écrite conformément à la 
règle des signes (1), car le premier membre étant positif, le 
second doit l'être aussi : or, les points et P, placés sur une 
même droite, sont du même côté du point C, ce qui tient à ce 
que l'angle C, commun aux triangles semblables, est aigu. 
On voit, par la même formule, que ces points et P sont 
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réciproques l'un de l'autre, c'est-à-dire que si O vient à la 
place de P, en même temps P viendra à la place de 0. 

54. Nous démontrerons bientôt que cette droite MP est la 
polaire du point 0, mais nous pouvons dès à présent considé- 
rer lés trois cas qui peuvent se présenter d'après les diffé- 
rentes positions du pôle. 

Si ce pôle est en dehors du cercle [fig. 23), il est clair 
que la corde de contact HH' est une portion de la polaire; 
d'ailleurs, on connaît directement, pour une tangente OH, la 
relation 

CP.CO = CH 2 =R 2 . 

Si le pôle était en À sur la circonférence, c'est-à-dire si Von 
avait CO = R, la formule donnerait aussi CP = R. Ainsi la tan- 
gente serait la polaire demandée. 

Enfin, si CO < R {fig. 24), la formule montre que CP > R; 
dans ce cas, la polaire est extérieure au cercle. 

55. Dans la formule R 2 = CO.CP, observons que C est le mi- 
lieu du diamètre AB; nous en conclurons (26) que les points 
et P {fig. 23 et 2^) divisent harmoniquement ce diamètre AB. 

Cela posé, pour faire voir que la perpendiculaire MP sur AB 
est la polaire dé 0, telle que nous l'avons définie (52), il reste 
à prouver que ïe point G, où elle coupe la sécante quel- 
conque ED, est conjugué harmonique du point 0, relative- 
ment aux points E et D de la circonférence. 

En effet, nous avons vu ( 46 ) que le cercle décrit sur AB 
comme diamètre était le lieu des points tels, que le rapport de 
leurs distances aux points etP, qui divisent harmoniquement 
ce diamètre, fût constant; donc 

ÉO DÔ ' PÈ OE 

EP = DP' ° ubl6n FD = ÔD' 

Appliquant cette dernière forme d'égalité au triangle EPD en 
même temps que le théorème de Géométrie élémentaire 
qu'on a rappelé au n° 46, on voit que la droite OP divise en 
deux parties égales, dans la fig. a3, le supplément EPK de 
l'angle EPD, et dans la fig. 24 l'angle EPD lui-même. Au con- 
traire, MP, perpendiculaire à OP, divise également, d'un côté 
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l'angle EPD, de l'autre son supplément EPK; mais, dans les 
deux figures, les droites perpendiculaires PO, PM forment 
toujours avec les droites PE, PD, dont elles divisent les angles 
en parties égales, un faisceau harmonique (45), et les points 
et G divisent harmoniquement la distance ED. 

56. La seconde définition qute nous avons donnée de la po- 
laire (53) ne semble pas générale, parce que le point M du 
lieu ainsi obtenu, étant au concours de deux tangentes, ne 
pourrait jamais se trouver dans l'intérieur du cercle, comme 
cela doit être cependant pour les points situés entre H 
et H' tfig. 23 ). Mais remplaçons celte définition par l'éga- 

R 2 
îité CP= T^rr qui en résulte immédiatement, et nous aurons 

toute la généralité désirable : en effet, tout ce qu'on a vu au 
n° 55 découle de cette égalité, et le point intérieur G [fig. 23), 
conjugué de pour la division harmonique de ED, sera le point 
du lieu situé sur cette direction. 

II. — Théorèmes sur les polaires. 

57. Nous pouvons donc ajouter, aux deux^îg*. 23 et 24, la 
Jig, 25 dans laquelle le point M est intérieur au cercle, et nous 
démontrerons, sur toutes trois, le théorème suivant : 

Les polaires de tous les points d'une droite passent par le 
pôle de cette droite. 

Soit M le point pris sur la droite donnée MP ; d'après ce qui 
précède, on trouvera la polaire de M en prenant sur CM la dis- 

R 2 

tance CF = -^- et menant FO perpendiculaire sur CF. Cette 

droite FO, polaire de M, coupe en la droite CP, perpendicu- 
laire sur MP. Or, les triangles semblables COF, CMP don- 

CO CF 
nent fnj| = rp' donc CM. CF = R 2 = CO.CP; par conséquent, 

le point 0, où passe la polaire de M, est le pôle de MP. 

58. Réciproquement, les pôles de toutes les droites qui pas- 
sent par un même point se trouvent sur la polaire de ce point. 

Soient ce point et OF une droite quelconque qui y passe; 
pour en avoir le pôle, on sait qu'il faut abaisser CF perpendi- 
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R* 

culaire sur OF et prendre sur CF la distance CM = j^ \ alors 
M sera le pôle de OF. Joignons OC et abaissons MP perpen- 
diculaire sur OC ; on aura comme ci-dessus CP = — t^tt— = pTy 

ainsi la perpendiculaire HP sera la polaire du point 0, donc 
cette polaire contient le pôle M de OF. 

59. Observons, comme cas particulier, que la polaire du 
centre est à l'infini, car si le point se rapproche de C (fig. 24 )> 

R* 

la formule CP = ^r montre que CP = 00 pour CO = o. 

Donc, d'après le théorème précédent, le pôle de tout dia- 
mètre est à V infini. 

60. Des théorèmes qui précèdent découlent évidemment les 
corollaires suivants : 

i° Si des différents points d'une droite on mène des couples 
de tangentes à un cercle, les cordes de contact passent au pôle 
. de la droite donnée* 

a 9 Le point d'intersection de deux droites a pour polaire la 
ligne qui joint les pôles de ces droites. 

3° La droite qui joint deux points a pour pôle l'intersection 
des polaires de ces droites. 

61. D'un point quelconque si Von mène deux sécantes à une 
circonférence et si Von joint directement et inversement les 
quatre points d'intersection pris deux à deux, la droite qui 
réunit les points de jonction est la polaire du point donné 
ifig- 26). 

Soit A, le point d'où partent les sécantes MM 3 , M, M, qui don- 
nent les points dç jonction A et As : il faut prouver que AA 3 
est la polaire de Ai par rapport au cercle. 

En effet, soient B et B, ies points conjugués de Aj par rap- 
port aux points M et M 3 , M, et M 3 : nous savons ( 34 et 40) que 
BB t sera la polaire des angles MA 3 M S et MAM 3 ; donc elle se 
confondra avec AA 3 . Mais comme la définition de la polaire 
est la même pour un cercle que pour un angle (52), le théo- 
rème est démontré. 

On verrait de même que Ai A, est la polaire de A, et Ai A celle 
de A?. 
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62. D'après ce qu'on a vu (42), on reconnaît que toutes les 
sécantes de la Jig. 26, ainsi que la droite À,A 3 , se coupent 
harmoniquement les unes les autres : par exemple, les droites 
AiA a et Ai A, AiB et A,B, sont conjuguées deux à deux, et la 
ligne A,A, polaire de A,, est divisée harmoniquement en B 
et B,. 

63. On sait que AA a , polaire de A,, passe aux points de con- 
tact E et Ei des tangentes partant de A, : comme AA, est aussi 
la polaire de A„ on voit, par la définition même de la po- 
laire (52), que EE, est divisé harmoniquement en A et A,. 

De même DD, est divisé harmoniquement en A et A,, ou 
bien AA, en D etD,. 

En général, dans un triangle AA, A s dont chaque côté est la 
polaire du sommet opposé, chacun des côtés qui coupent le 
ce/vie passe aux points de contact des tangentes menées par le 
sommet opposé, et est divisé harmoniquement par la circonfé- 
rence. 

Corollaire. — Soient M, Mi, M„ M s quatre points d'une cir- 
conférence et A le point où se coupent IIM*, M,M 8 : on con- 
clut réciproquement de ce qui précède que le point Ai, où se 
couperont M S M et M 2 M,, est sur la polaire de A. Ainsi ED,, 
E,D iraient se couper sur Ai A*. 

*• IÏI. — Application au tracé des tangentes. 

64. Pour mener des tangentes au cercle d'un point extérieur 
Ai, on peut conduire de ce point deux sécantes quelconques 
qut coupent la courbe aux points M et M», M, et M 2 . On réunit 
ces points directement et inversement, ce qui donne les points 
de jonction A et A». La droite A*A coupe la circonférence en 
E et Ei : il résulte des numéros précédents que A»E, A,E t se- 
ront^des tangentes. 

De même, la droite AA, coupant la courbe en D etD„ on a 
les tangentes A, D et A 3 D ( . 

65. Cette construction n'exige pas que le point A 8 , où vont 
concourir JfM, et M 3 M 3 , soit accessible; en effet, on pourra 
toujours joindre le point A au sommet inaccessible de l'angle 
formé par ces droites (48). Cette ligne coupe la courbe aux 
points E et E< que l'on joindra toujours au point donné A,. 
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Observons enfin que ce dernier point A, peut lui-iriême être 
inaccessible ainsi que A,; rien n'empêchera de joindre de même 
le point E au sommet de l'angle formé par les droites M 3 M et 
M 3 Mi (48), on en fera autant pour le point E,. 

IV. — Polaires dans une conique. 

66. Les définitions seront les mêmes» pour une conique 
quelconque, que pour un cercle (52) ou pour un angle (34). 

Ainsi, étant donné dans le plan d'une conique un point 
quelconque pris pour pôle, le lieu géométrique des points 
conjugués harmoniques de ce pôle, relativement aux deux où 
une droite qui y passe rencontre la conique, est la polaire du 
point donné. 

Comme une conique, d'après sa définition même, est la per- 
spective d'un cercle, et que la division harmonique, étant vraie 
pour Une transversale quelconque (29), subsiste dans la per- 
spective, on voit que la polaire sera une droite dans une co- 
nique aussi bien que dans un cercle. 

Comme les sécantes et les tangentes se correspondent dans 
}es deux courbes par la perspective, tous les théorèmes relatifs 
à la polaire dans le cercle sont aussi démontrés pour une co- 
nique quelconque, excepté la proposition où l'on a établi que la 
polaire est perpendiculaire dans le cercle au diamètre divisé 
harmoniquement; en général, la perspective ne conserve pas 
les relations d'angles. 

On dit qu'un triangle AA, Ai est conjugué par rapport à une 
conique (jîg. 26) quand chacun de ses sommets est le pôle du 
côté opposé relativement à cette conique. 

67. Il ne reste donc qu'à chercher, relativement à une co- 
nique qui a pour équation 

ay 2 -h bxy + ex 7 -hdy -+- ex 4-/= o, 

l'équation de la polaire d'un point dont les coordonnées 

sont x 1 y y. 

On sait que l'équation de la tangente menée en un point de 
cette courbe représenté par x', y* sera 

iayf ~f- b [xf -h x'y) -+- ncxx' -H d( y-*-/) 
+ <?(#-+- x')-\-if=o, 
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équation dans laquelle on doit remarquer la symétrie qui 
existe entre les coordonnées courantes et celles du point de 
contact. 

Un autre point de la courbe, représenté par x", y", donne- 
rait une équation analogue à la précédente. Soient a et (3 les 
coordonnées du point où se coupent les tangentes aux deux 
points représentés par x', y* et x", j", on aura done 

aaP7'+ft(«7 f +* / P)4-aca^'+rf(P+j')+«(a+J?0+a/=o f 

H en résulte que l'équation 

va$y+b{ay-hx$) + 'ic<zx-\-d($-hy)+e[a-}-x)-t-2f=o f 

étant satisfaite pour les deux points de contact, sera celle de la 
droite qui joint ces points, c'est-à-dire de la polaire du point 
indiqué par a, (3. 

Mais ce dernier point est assujetti à être extérieur : pre- 
nons donc, sur la corde quelconque qui réunit les deux points 
de contact, un point intérieur représenté par x l9 y t ; menons 
par ce point une autre sécante arbitraire qui sera aussi la po- 
laire d'un point extérieur représenté par a', |3', et qui aura 
pour équation 

?.a$'y+h(oLy+x$ , ) + 7.eu'x + d{$'^y)+e{oi , +x)+zf=:o. 

Mais cette équation et la précédente pourraient s'écrire en 
remplaçant x et y par x l9 y l9 puisque les deux cordes passent 
au point ainsi indiqué. La relation qui en résulte étant donc 
vraie pour les deux points extérieurs est également vraie pour 
tous ceux de la droite qui les joint : on peut donc y rempla- 
cer les coordonnées particulières a et (3, a' et (3' par les coor- 
données courantes x et y ; de sorte que 

i(ixy l + b(xy i +Xty) + 'ïcxx l -hd(y-\-yi)-+-e{x+x l )-}-i>.f=o 

sera l'équation de la polaire du point intérieur représenté 
par x x ,y x . 
Ainsi x' et y r étant les coordonnées d'un pointde la courbe, 
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d'un point extérieur ou intérieur, l'équation de la polaire cor- 
respondante sera toujours 

*€ffl'+b(xy t +x , y) + zcxx'+d[y+y')+e(x+x , )+af—o 9 

ce qui s'écrit encore 

jr(zay'-\-bx f -H d) + x ( 7.cx 9 ^rby f + e) -+- dy'+ ex? -+- a/=o; 

Si Ton demande l'équation de la polaire d'un point repré- 
senté par x r 9 y\ relativement à une conique donnée par une 
équation de la forme 

<*{y—q)* + t>(x~-p)(y—q)+-c{x—p) 7 +d(y — q) 
•+-e(x—p)+f=o, 

on posera 

x — p = x X9 y—q=y i9 

c'est-à dire que l'on transportera l'origine au point représenté 
par petq; alors aussi 

^' — p — x\> .et y'—q—y x . 

L'équation de la courbe étant donc 

ay\ -+- bx x j, H- cx\ 4- dy x 4- ex, •+-/= o, 

celle de la polaire sera 

*ay x y\-hb {x x y\+x\y x ) + *cx x x\-+-d[y i ->t-y\) 

4- e( ar, 4-#'J H- 2/= o. 

Par conséquent, en revenant à la première origine, on a 
l'équation cherchée : 

2*(r— q)(r'— -«)+*[(*— />)(r'^-?)-M*'— />)(r— «)] 

2<?(ar — />)(#' — p)-t-d(y+y' — a g )4-£ («a%-He'— a/>)4*a/=o. 
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PUISSANCE DES POINTS, AXES RADICAUX. 



I. — Définitions; construction de l'axe radical. 

68. Trois points étant en ligne droite, nous appellerons, 
avec Steiner, puissance d'un de ces points relativement aux 
deux autres, le produit des distances de ce premier point 
aux deux autres. 

Le produit sera positif si ces deux segments sont comptés 
dans le même sens, c'est-à-dire si le premier point est d'un 
même côté des deux autres : au contraire, ce produit sera 
négatif si le premier point est entre les deux autres. 

69. On définira d'une manière analogue la puissance d'un 
point relativement à un cercle. 

On sait, par un théorème de Géométrie élémentaire, que le 
produit des deux segments comptés sur une droite à partir 
d'un point quelconque jusqu'aux extrémités de la corde que 
cette droite détermine sur le cercle est constant, c'est-à-dire 
indépendant de la direction de la corde : donc, si ce point 
donné est extérieur [fig. 27), le produit sera égal au carré 
de la tangente OA menée de ce point. 

Pour un point intérieur 0', soit AO' perpendiculaire sur CO' : 

le produit en question sera O'A.O'B = — O'A , car ces deux 
facteurs sont comptés en sens inverse. 

On peut donc, dans tous les cas, prendre comme expression 
de ce produit, c'est-à-dire de la puissance du point, le carré 
de la distance du point au centre, moins le carré du rayon . 

En effet, 



1 — 2 



OA=OC— R> et — 0'A=0'C— R'. 

Il est clair que pour un point de la circonférence la puis- • 
sance est nulle. 
70. L'axe radical ou la dishomologue de deux cercles est 

3 
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le lieu géométrique des points qui ont même puissance relati- 
vement à ces deux cercles. 

Nous allons voir que ce lieu est une droite perpendiculaire 
à la ligne des centres. 

Soit M un point du lieu cherché (fig. 28) et P le pied de la 
perpendiculaire abaissée de ce point sur la ligne des centres 
CC. Nous avons, par la définition (69), 



MC - R' = MC — R". 

Soit 

R>R f , 

on posera 

r>_r'*~MG— MC'WCP — (7P, 

en supprimant MP de part et d'autre, ce qui donne 

R'— R" = CC'(CP-C'P) et CP — CT = R '~, R ' - 

Mais déjà 

CP -H C'P = CC', 
donc 

Qg'-HP-E" c , p _ CC'Vr''-R» 

Ainsi, la position du point P est constante, quel que soit 
le point M du lieu cherché : donc ce lieu est la perpendicu- 
laire abaissée de M sur CC 

71. L'axe radical peut être extérieur, tangent ou sécant aux 
deux cercles. Dans tous les cas, les points extérieurs de cet 
axe sont ceux par lesquels on peut, d'après la définition, 
mener à ces deux cercles des tangentes égales. 

Observons encore que si les cercles se coupent, la droite 
d'intersection est l'axe radical. En effet, la puissance d'un 
point commun étant nulle pour les deux circonférences, 
ce point et son symétrique auront la même puissance. 

De même, si les cercles sont tangents, la tangente commune 
est Vaxe radical. 

72. Quand les circonférences n'ont aucun point commun, 
intérieurement ou extérieurement, Taxe radical ne rencontre 
ni l'une ni l'autre, sans quoi l'on retomberait dans l'un des 
cas précédents; mais alors voici la construction nécessaire 
pour obtenir cette droite {fig* 28). 



1 
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D'un centre D arbitraire, mais convenablement choisi, dé- 
crivez une circonférence qui coupe les cercles donnés sui- 
vant les cordes AB, A'B', et joignez ces cordes qui concourent 
en un point M de Taxe radical cherché. En effet, par rapport 
au cercle D, on a 

MA.MB = MA'.MB'; 

donc le point M est d'égale puissance relativement aux cer- 
cles C et C : il suffira d'abaisser MP perpendiculaire sur CC 
73. Soit une sécante quelconque qui rencontre les circon- 
férences aux points E et F, E' et F', et Taxe radical en N : on 
sait, d'après la définition, que NE.NF = NE'.NF'. Mais on 
peut concevoir que deux points d'une circonférence, tels que 
E et F, après s'être réunis en un seul, au moment où la 
transversale devient tangente au cercle C, deviennent imagi- 
naires; cela n'empêche pas le produit NE.NF d'être toujours 
réel et égal à NE'.NF'. On peut même concevoir que la droite 
soit complètement extérieure aux deux cercles : les produits 
relatifs aux points imaginaires n'en seront pas moins réels et 
égaux à ceux que donneraient des sécantes, menées du même 
point de l'axe radical, de manière à couper l'une des circon- 
férences, ou toutes les deux. L'équation 

(x — tf)*H-( X — *)' — mn = "kx, 
où a est variable, représente, avec des axes rectangulaires, tous 
les cercles qui ont l'axe des y pour axe radical, car x = o 
donne toujours 

74. On appelle centre radical de trois cercles un point 
d'égale puissance par rapport à trois cercles donnés. Pour faire 
voir que ce point existe, nous allons démontrer que les axes 
radicaux de trois cercles, pris deux à deux, se coupent en un 
même point, si les trois centres ne sont pas en ligne droite. 

En effet, soit AB (fig. 29) l'axe radical des cercles C et C, 
EF celui de C, C", et GH celui de C, C" : le point O, où se 
coupent AB et EF, aura même puissance par rapport à C, C, C"; 
donc il sera aussi sur la droite GH. 

Si les trois centres C, C, C* étaient sur une même droite, les 
axes radicaux seraient parallèles, et le centre radical O sérail 

à l'infini. 

3. 
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II. — Cas particuliers, 

75. Si l'un des cercles se réduit à un point pour R'=o, il 
reste (70), en indiquant par (fig. 27) le cercle ainsi réduit 
en point, et par P le pied de Taxe cherché, 

^ CO-f-R 1 
2CO 
Quant à la construction connue (72), il suffira pour la modi- 
fier de décrire, du point arbitraire comme cenlre, u une cir- 
conférence qui ait pour rayon la distance au cercle réduit en 
point : la tangente menée par ce point à ce cercle*arbitraire 
coupera la corde obtenue sur la circonférence donnée en un 
point de Taxe radical. 

Nous allons faire voir que l'axe radical entre un cercle et 
un point passe au milieu de la distance entre ce point et sa 
polaire par rapport au cercle. En effet,soit ce point {fig* 27) 
et 0' le pied de la polaire, on a ( 53 ) 



ce qui donne 






Mais on a aussi 

CO-€P = CO ~ R ' = PO; 

2C0 

ainsi 

PO = iO'0, 
2 

ce qui démontre le théorème. 

De plus, la propriété de l'axe radical commun au cercle C 
et au point donne, en indiquant par H et H' les points où CO 
coupe la circonférence, 

P0'=:PH.PH'. 

Donc, par un théorème connu (26), les points et 0' divi- 
sent harmoniquement le diamètre HH\ 

76. Voyons maintenant ce qui arrive quand \l'un des cer- 
cles G {Jig. 28) se réduit à une droite, et cherchons d'abord 
comment un pareil changement peut avoir lieu. Soit G le 
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point de la circonférence C situé sur CC, le plus près du 
point C, et imaginons que le centre C s'éloigne de plus en 
plus en demeurant toujours sur cette droite GC, où G reste 
fixe : le rayon C'G augmentant sans cesse devient infini 
quand C est à l'infini; c'est alors que le cercle se réduit à la 
perpendiculaire menée du point G à GC. 

Cependant, comme le cercle est une courbe du second 
ordre, il faut ajouter que ce cercle se décompose dans l'en- 
semble de deux droites dont l'une est la perpendiculaire in- 
diquée, et l'autre une seconde perpendiculaire qui sera à 
l'infini en même temps que l'autre extrémité H du dia- 
mètre GC'H. 

Cela posé, et avant de faire cette hypothèse, remplaçons 
dans la valeur de CP (70) la distance CC par CG + R'; il en 
résultera 

__, CG %-R' 

rp _ CG-+-2R'.CG + R' _ aR' +Mj 

a(CG-+-R') ~~ CG 

m 

Maintenant, soit R' = 00 : il reste CP = CG, c'est-à-dire que 
V axe radical entre un cercle et une droite est cette droite elle- 
même. 

Il en serait de même évidemment pour l'axe radical entre 
un point et une droite* 

77. Enfin, l'axe radical va à l'infini, c'est-à-dire qu'il n'existe 
pas, si CC' = a : alors les cercles sont concentriques. 

III. — Propriétés de quatre points conjugués. 

78. Quatre points A et B, C et D conjugués deux à deux 
étant situés sur la même droite, il existe toujours sur cette 
droite un point d? égale puissance pour les deux systèmes. 

En effet, il est clair que si l'on construit des circonférences 
sur les distances AB et CD prises comme diamètres, le point O 
sera l'intersection de la droite donnée avec l'axe radical des 
deux cercles. 

Cependant, si le milieu de AB coïncidait avec celui de CD, 
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les deux cercles étant concentriques, Taxe radical serait à 
l'infini, et il en serait de même pour le point (77 )• 

Il n'y a que trois combinaisons générales. 

Deux points conjugués A et B sont consécutifs (Jig* 3o), ou 
bien alternent avec les deux autres points C et D (Jig. 3i), 
ou encore enferment ces deux points (jig. 3a). 

Dans le premier cas, les cercles sont extérieurs, et le point 
est entre les deux systèmes de points. 

Dans le second cas, les cercles se coupent, et le point 
est entre deux points de chaque système. 

Enfin, dans le troisième cas, les cercles sont intérieurs, et 
le point est en dehors des quatre points. 

79. Dans la Jig. 3o, si B et G coïncident, les cercles sont 
tangents extérieurement, et se confond avec B et C. 

Dans la Jig. 3i, il en est de même si B et C coïncident; 
mais si A et C se confondent, les cercles sont tangents inté- 
rieurement en A, où se réunit aussi le point 0. 

La coïncidence de A et de C produit encore le même effet 
dans la Jig. 32 ; mais si C et B coïncident, c'est-à-dire si le 
cercle intérieur se réduit à un point, il n'en résulte rien de 
particulier pour la position du point O. 

80. Le rapport des distances du centre d'égale puissance, 
à deux points conjugués A et B, est égal au rapport des puis- 
sances de ces points relativement aux autres points conju- 
gués C et D. 

Ainsi Ton doit avoir 

OA_ ACAD AO_ AC.AD 

OB"~BC.BD' 0u BO~~BC.BD' 

D'après le principe du n° 1, on reconnaît à l'inspection des 
Jig. 3o, 3 1 et 32 que cette formule se vérifie toujours pour les 
signes ; il n'y a donc plus qu'à considérer les valeurs numéri- 
ques. 

L'égalité OA.OB = OG.OD donne 

OA OD 0_B__OD 

OC~OB el OC"~OA* 

En ajoutant de part et d'autre l'unité à ces formules (Jig. 3o 
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et 3 1), on trouve 

AC_BD 5£_AD 

OC~OB el OC~~OA" 

Divisant ces deux dernières égalités l'une par l'autre, on ob- 
tient 

AC_ BD.OA 

6U~AD OB' 

d'où Ton tire la formule indiquée. Dans la démonstration re- 
lative à la fig. 3a, la seule différence est qu'il faut retrancher 
l'unité de part et d'autre, dans les deux proportions, au lieu de 
l'ajouter. 

IV. — Propriétés de l'axe radical. 

81. La construction de l'axe radical (72) démontre d'une 
manière inverse le théorème que voici : 

Si d'un même point M de Vaxe radical on mène une sécante 
qui coupe le premier cercle en A et B, et une autre qui coupe 
le second en A' et B', ces quatre points sont sur une même cir- 
conférence de centre D (fig. 28). 

On peut encore résoudre le problème suivant : 

Par un point donné A' faire passer un cercle qui ait une 
droite donnée MP pour axe radical avec un cercle donné C. 

Si MP coupait le cercle C, il suffirait de faire passer par ces 
points d'intersection et par le point A' la circonférence de- 
mandée* 

Sinon, du point M pris arbitrairement sur MP {fig. 28), 
menez au cercle C la sécante quelconque AB; par les points A 
et B et par le point A' faites passer une circonférence de centre 
D qui sera encore coupée en B' par MA'; le centre cher- 
ché C sera à l'intersection de la perpendiculaire abaissée du 
point D sur MA' avec la perpendiculaire abaissée du centre C 
sur MP. 

82. Les polaires d'un point de l'axe radical concourent sur 
cet axe (fig» 33). 

La polaire DE du point M relativement au cercle C est le 
lieu des conjugués harmoniques de M par rapport aux points 
de cette circonférence. Donc DE passe au point N, conjugué 
de M relativement aux points A et B, communs aux deux eircon- 



4<> CHAPITRE IT. 

férences ; il en sera de même pour l'autre polaire D'E', ce qui 
démontre le théorème. 

La figure suppose A etB réels; on étendra la démonstra- 
tion au cas où ces points seraient imaginaires, par le principe 
général de continuité, qui sera établi à la fin du septième cha- 
pitre (179). 

83. Étant données deux circonférences, si de chaque point 
de l'une on mène une tangente à la seconde et une perpendi- 
culaire à leur axe radical, le carré de la tangente sera à la 
perpendiculaire dans un rapport constant [Jig* 34). 

En effet, une transversale rencontre la première circonfé- 
rence en m et m', la seconde en a et a' et Taxe radical en w. 
On aura donc (80) 

mtù ma, ma! 
m'w m! a. m' a 

mais soient mt, m't' les tangentes au second cercle, on sait 
que 

a „ ., > 

ma.ma'=mt , m'a*m'a'=m't' • 

De plus, soient mp, m'p' perpendiculaires sur Taxe radical, 
il est clair que 

m(ù mp 

m'co m'p'' 
donc 

a a a 

mt mp mt m't' 
J = OT ou -ZZ — -ZT?,' 



mit' m P m P m P 

ce qui démontre la proposition 

84-. Prenant pour centre un point quelconque w de Taxe ra- 
dical de deux cercles {fig. 35) et pour rayon la longueur ont 
des tangentes que l'on peut, de ce point, mener aux deux cer- 
cles (71), il est clair que les quatre points de contact seront 
sur la circonférence ainsi décrite: de plus, cette circonférence 
coupera la ligne des centres en deux points constants. 

En effet, soient e,fces deux points, et le pied de Taxe 
sur Ce: nous aurons 

0*.Ojf=— TTèzziQd.Od't 
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en indiquant par d et d' les points où Taxe coupe la circon- 
férence de centre *>. La figure donnerait, abstraction faite du 
signe, 

Orf.Orf' = (wrf-t-wO)(wrf— cùQ) = (ùd — (ùO . 

ou bien, en rétablissant le signe, 

Orf.Orf , =wO— ûkT, 
et encore 

Oc =G)rf 0)0 • 

Mais 

oûrf =(ùt =«C — d =û)C — Ca ; 

ici a et a' sont les extrémités du diamètre aCa f . 
Alors 

Oe = wG — Ca — &)0 : 
mais 

donc 

Oe =CÔ a — CÏ= (OC H- Ca')(OC— aC), 
et enfin 

Ôe^Oa'.Oa. 

On voit donc que le point e est constant, ainsi que son symé- 
trique /. De plus, l'équation que Ton vient d'obtenir montre 
que ces points divisent harmoniquement le diamètre aa! du 
cercle de centre C (26). On parviendrait au même résultat 
pour l'autre cercle de centre c; donc ces points sont conjugués 
harmoniques par rapport aux diamètres des deux cercles. 

On dit quelquefois, pour abréger, qu'ils sont conjugués par 
rapport aux deux cercles. Il existe toujours sur l'axe radical 
une infinité de points d'où l'on peut mener des tangentes 
réelles; mais les points e et/peuvent se réunir en un seul 
ou être imaginaires. Pour le premier cas, 

Oe = 0/=o; 
donc 
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c'est-à-dire que les cercles sont tangents. Le second cas a 
lieu si les cercles se coupent [voir n° 219). 

85. Observons, comme corollaire, que les cercles décrits 
des différents points de Taxe, pris pour centres, et ayant 
chacun pour rayon la longueur de la tangente que Von peut, 
de chaque centre, mener aux cercles donnés, auront pour axe 
radical commun la ligne des centres de ces deux cercles, puis- 
qu'ils la coupent toujours aux deux mêmes points, réels ou 
imaginaires. 
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I. — Rapports anharmoniques de quatre points en ligne droite. 

86. Considérons quatre points en ligne droite, a, b, c 9 d 
(Jig. 36), et regardons-les comme conjugués deux à deux; 
par exemple, a et b 9 c et d. On appelle fonction ou rapport an- 
harmonique une expression telle que —. : jr-v, c'est le rapport 

des distances d'un point du premier système à ceux du second, 
divisé par le rapport analogue pour le deuxième point du pre- 
mier système. 

Ces quatre points forment six segments ab, ac, ad, bc, bd, 
cd, dont quatre entrent dans le rapport anharmonique qui, 
ainsi qu'on Ta vu, contient les quatre points; on pourra donc 
toujours prendre pour point de départ un quelconque de ces 
points, tel que a. 

87. Le point a peut être conjugué avec 6, avec c ou avec d, 
ce qui donne les trois rapports 

. ac # bc - ad cd - ab # db 

ad * 53' ' ab* cb a ac ' de 

Pour reconnaître ce qui a dirigé la formation de ces rapports, 

et pourquoi le second, par exemple, est écrit -g : -r » au lieu 

de —j : —i> il faut voir que les points sont conjugués comme il 

suit: 

a et b 9 c et d 9 

a et c, d et b 9 

a et d y b et c. 

Le premier arrangement étant pris arbitrairement en suivant 
Tordre alphabétique, il faut éviter que la lettre d soit au der- 



44 CHAP1TBE V. 

nier rang dans le second, comme elle Test dans le premier; 
la notation précédente conserve la symétrie par une permuta- 
tion tournante entre b, c et d. 

88. Il est vrai qu'on pourrait encore disposer les lettres 
ainsi : 



a et 6, d et 


c, 


a et c, b et 


d, 


a et d, c et 


b, 


ce qui donne les rapports 

• 




., ad m bd y ab # cb 

ac' bc x ad* cd 


v ac m de 
t ~âb : db 



Hais il est clair que Xk' = W, = >,%', = i; ainsi ces trois nou- 
veaux rapports sont les inverses des premiers, que nous con- 
sidérerons uniquement comme les seuls rapports distincts. 

89. On peut prendre pour point de départ un quelconque 
des quatre points de la droite, au lieu de a, et Ton retrouvera 
toujours les mêmes rapports anharmoniques. 

Ainsi, changeons un point dans son conjugué, et réciproque- 
ment, c'est-à-dire a en b et b en a, le rapport > deviendra 

bc # ac ad # bd ., 

bd ' ad ac* bc ~~ 

Si Ton changeait deux points conjugués a et b dans les deux 
autres conjugués c et d, et réciproquement, X se transformerait 
comme il suit : 

ca % da ca # cb ac # bc ___ . 

cb' db da* db ad* bd * 

c'est-à-dire que 1 reste ce qu'il était. 

90. Nous pouvons donc toujours, sans nuire à la généralité, 
admettre que l'on prend pour point de départ l'une des extré- 
mités a de la droite, de sorte que ab 9 ac et ad seront positifs 
Il ne restera plus à comparer que les positions relatives de* 
autres points b, c, d, ce qui fera voir que deux des rapport 
anharmoniques sont positifs et que le troisième est négatif. 

En effet, considérons les^/îg*. 3o, 3i et 32 (où nous imagine- 
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rons que les grandes lettres sont remplacées par des petites). 
Il sera facile de vérifier que la fig. 3o donnera 

* > o, A, < o, X, > o ; 
pour la^ïg". 3i, 

X<o, Ai>o, X*>o; 

et enfin, pour lajig. 32, 

X>o, >,>o, > 3 <o. 

L'inspection de ces figures montre encore que, pour le rap- 
port négatif, deux points conjugués alternent avec les deux 
autres. 

91 . On pourra toujours résoudre le problème suivant : 

Connaissant un rapport anharmonique 1 de quatre points 
et trois de ces points, trouver le quatrième. 

Si b est inconnu dans l'expression 



on en tire 



. ac bc ac.bd 
ad' bd ad.bc 

bd . ad 
-t— = À. — • 
oc ac 



Si d et c sont du même côté de b y ce que Ton voit par le 
signe positif du second membre» on pose 

bd = bc — de, 

ce qui est toujours vrai, même si c est entre b et d, car alors 

— de = -f- cd. 

Si, au contraire, -r- < o, le point b étant compris entre d et c, 

on aurait 

db = de — bc, 

ce qui revient encore à substituer bd=:bc — de. On aura donc, 

dans tous les cas, 

de . ad 
i — -=- = /.—-> 
oc ac 

ce qui donne le point b. 
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92. Cette solution serait illusoire si le point inconnu b de- 
vait se confondre avec un des trois autres : c'est ce qui arrive- 
rait dans trois circonstances : 

si 1 = o, bd = o, et b se confond avec d, 
si X == oo , bc = o, et b se confond avec c ; 

enfin, si X = i, il reste 

bd ad 

bc ac 

ce qui ne peut se vérifier que si b se confond avec a. 

Ainsi, un rapport an harmonique peut avoir toutes les va* 
leurs positives et négatives, excepté o, ±oo , et -h i. 

93. Lemme. — Quelle que soit la position relative de quatre 
points a, b> c, d, en ligne droite, on a la relation 

ab.cd-t-ac.db-+-ad.bc = o. 

Supposons cette propriété démontrée pour une position 
quelconque des quatre points, elle sera vraie pour toute autre 
position relative. En effet, si Ton change, par exemple, a en b 
et b en a, l'équation deviendra 

ba.cd-\-bc.da-+-bd.ac=:Q 9 

ou bien, en changeant les signes (1), 

ab.cd-{-bc.ad-+-db.ac = o, 

ce qui revient à l'égalité déjà supposée. 

Il suffira donc de considérer un cas quelconque, par exemple 
(Jig. 36) celui où les points se suivent dans Tordre alphabé- 
tique. Tout se réduira à une vérification facile en posant 

cd = ad — ac, db = da — ba, bc = ac — ab. 

Donc la relation est générale; on reconnaît, dans la manière 
dont elle est écrite, la permutation déjà employée (87). 

94». Relations entre les trois rapports an harmoniques 4 — On 
a trouvé (87), pour expressions de ces trois rapports, 

~__ac.bd . ad.cb . ab.dc 

~~ ad.bc ' ab.cd 2 ac.db 
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On constate d'abord que XX,X 2 = — i. En effet, dans ce pro- 
duit, les longueurs ac, ab, ad se détruisent en haut et en 
bas* De même, bd et db, bc et cb, cd et de se détruisent, 
mais avec trois changements de signe qui donnent le signe — 
au produit. 
D'ailleurs, si nous posons 

ab.cd = m, ac .db-=^n> ad.be = p 9 
ce qui donne, d'après le lemme précédent, 

fn -f- n -+- p = o, 
on voit que 

p m n 



Alors 

i — m 



et X 



X, t> X, 

On aura de même 



i — (m + «) 



On a aussi 






1 11 l 



95. Cas particulier du rapport harmonique. — Supposons, 
pour fixer les idées, que X soit celui des trois rapports qui est 
négatif, et prenons, comme cas particulier, X = — i : alors 

ac.bd 

ad.be 

et nous avons vu (90) que les points conjugués a et b alternent 
avec c et d. Du reste, la relation indiquée revient à 

ac.bd = ad. cb, 

c'est-à-dire (23) que ces points donnent une division harmo- 
nique. * 
On trouvera encore, d'après le numéro précédent, 

Xi=— f X, = 2. 
2 
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IL — Faisceau de quatre ou plusieurs droites. 

96. Avant de considérer un faisceau complet de quatre 
droites, nous démontrerons le lemme suivant : 

Trois droites partant d'un même point déterminent sur les 
côtés d'un angle des rapports an harmoniques égaux, à partir 
du sommet de cet angle (Jig* 37). 

Soient OB, OC, OD les droites qui coupent en b et (3, en c 
et y, en d et è les côtés de l'angle a; du point 6, que nous 
prendrons comme conjugué de a dans le rapport anharmonique 
que nous voulons démontrer, menons à a(3 la parallèle qui 
coupe OC en c t et OD en d x . Les triangles semblables bcc l9 

acy donneront 

. ay.bc 

bci = — £ • 

ac 

De même, les triangles bdd l9 add donneront 

aè.bd 



Cela posé, nous avons aussi 



ad 



*£l — EL M' — PA 
06 — Op* 06~~0(3* 

Comparant les deux expressions du rapport jrr-j on a 



ce qui revient a 



(3y ay.bc m ac 

p — âàTbd : aï 

ay m (3y ac ^ 6c* 



ainsi le lemme est démontré. 

On a conjugué a avec b et (3 : comme les rapports anharmo- 
niques obtenus en conjuguant a avec c ou avec rf d'un côté, 
avec y et à de l'autre, se déduisent des premiers (94), deux 
rapports analogues sont toujours égaux. 

97. Une égalité de rapports anharmoniques, telle que celle 
qui est écrite ci-dessus, prouve réciproquement que (36, y c 
et àd concourent en un même point. En effet, soit le point 
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où concourent yc et Sd, et joignons (30 qui coupe ad en un 
point pour lequel l'égalité précédente devra être aussi satis- 
faite. Ce point sera le point b lui-même, puisqu'il n'y a qu'une 

ac bc 
seule solution pour cette égalité -%:rj = ) (19). 

On pourra trouver ou vérifier ainsi la condition nécessaire 
pour que trois droites données par leurs équations relatives 
aux axes ad, ad concourent en un même point. 

98. D'après le lemme précédent, il sera facile de démontrer 
le théorème fondamental que voici : 

Un faisceau de quatre droites partant d'un même point est 
coupé par une transversale quelconque, suivant un rapport 
anharmonique constant (fig. 3 7 ). 

Ainsi soient OA, OB, OC, OD quatre droites coupées par 
deux sécantes aux points a, b, c 9 d et a', b\ c\ d' 9 il faut prou- 
ver que l'on a 

ac m bc a' c' # V c' 

â^ : Jd~a T d' : b T d 79 

Pour le démontrer menons d'un point a àe l'une des sé- 
cantes une parallèle à l'autre, et qui coupe les trois autres 
droites aux points (3, y, d. Nous avons trouvé (96) 

ac % bc ay m (3y 

ad ' Êrf~"â<Tp - 

Mais soit r le rapport commun des côtés Oa et a\ (3 et b', 
Oy et Oc', 03 et Od', les triangles semblables donneront évi- 
demment 

ay=r.dc l , ad = r.a'd', (3y = r.6V, (3d = r.6'rf'. 

On obtient donc l'équation indiquée. 

On sait que les autres rapports anharmoniques se déduisent 
des premiers; ils sont donc aussi égaux deux à deux. 

99. L'égalité des rapports anharmoniques de deux transver- 
sales, étant nécessaire pour établir le concours de trois droites 
en un point (97), ne peut suffire à prouver que, réciproque- 
ment à ce qu'on vient de démontrer, les droites aa', bb', cc'> 
dd f concourent en un même point 0; il faudra y joindre l'éga- 
lité analogue pour une troisième sécante. 

4 
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100, Cas particuliers. — Il peut se faire qu'une transversale 

soit parallèle à Tune des quatre droites ; alors l'un des points 

a', V 9 c' f d' est à l'infini. Si c'est, par exemple, le point b', on voit 

V d 
que £7-17 = 1, ces distances infinies devant être considérées 

comme égales; alors il reste 

a' c' ac m bc 
a' d' ad ' bd 

De même, soit d à l'infini; le rapport anharmonique se 
mettant sous la forme 

ac bd a'c' b' d 1 

bc ad b' c' a'd' 

il reste 

ac a! c 1 b r d' 

bc^Vd'a 7 ! 7 ' 

Si la première transversale est parallèle à OD et la seconde 
à OB, les points d et b' sont à l'infini, et il reste 

» 

ac a'c' 



bc a'd' 

101. Faisceaux homo graphiques. — La^g. 37 donne 

ac sin(A,C) ad sin(A,D) bd sin(B,D) 

Oa sine * Oa sinrf ' 06 sinrf 

bc sin(B,C) 
Ob sine ' 

de sorte que le rapport anharmonique — j : rn devient 

sin(A,C) . sin(B,C) 
sin(A,D) : sin(B,D) - 

r, • a ' C ' b ' C ' 

On aura la même valeur pour exprimer -7-77 : y-pi ce qui 

démontre de nouveau l'égalité 

ac m bc al d m b'c 1 

ad 1 bd^Vd' l Vd r 
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Mais ce qu'il faut surtout observer, c'est que le rapport anhar- 
monique de sinus caractérise le faisceau, puisque deux fais- 
ceaux de quatre droites pour lesquels cette relation de sinus a 
la même valeur, sont coupés par des transversales suivant le 
même rapport anharmonique. On dit alors que ces faisceaux 
sont homo graphiques. 

Nous pouvons considérer aussi des faisceaux formés par plus 
de quatre droites partant d'un même point ; on les dispo- 
sera quatre à quatre pour avoir leurs rapports anharmoni- 
ques. 

Étant donnés deux faisceaux d'un même nombre de droites, 
si les droites de même ordre donnent de part et d'autre des 
rapports anharmoniques égaux, ces faisceaux sont toujours 
homo graphiques. Par exemple, il est clair que deux faisceaux 
sont homo graphiques lorsqu* ils sont composés des mêmes angles 
disposés dans le même ordre. 

Comme une ligne d'un faisceau doit toujours être considé- 
rée de part et d'autre du sommet, et que deux couples de 
droites dont les côtés sont respectivement perpendiculaires, 
font toujours un angle égal, on voit aussi que deux faisceaux 
sont homo graphiques lorsqu'ils sont formés par un même nom- 
bre de droites respectivement perpendiculaires et disposées 
dans le même ordre. 



III. — Droites divisées homo graphiquement. 

102. On dit que deux droites sont divisées homo graphique- 
ment lorsqu'on a marqué sur chacune d'elles une série de points 
tels, que quatre points d'une droite donnent le même rapport 
anharmonique que leurs correspondants de l'autre droite. 

Ainsi, prenons sur l'une des droites (fig. 38) les points a, 
b,c,d, e,. . ., et sur l'autre les points correspondants a', b' 9 c\ 
d'y e'y... y ces droites seront divisées homographiquement si 
quatre points de l'une, tels que a, 6, c, rf, comparés à leurs 
correspondants de l'autre, donnent une égalité telle que 



ac 



bc a l c' b'& 



ad' bd~~ a'd' ' b'd' 

4- 
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II résulte de là que deux droites divisées homographique- 
ment serviront de bases à deux faisceaux homo graphiques , 
quels que soient les sommets de ces faisceaux. 

103. La fig. 38 généralise la fig. 37 dans laquelle la droite 
aa' concourt avec bb' , ce',.... Cela tient à ce que, dans cette 
fig. 37, le point S où se coupent les deux droites ab, a'b' est 
son correspondant à lui-même sur chacune d'elles. Mais il 
n'en est plus ainsi dans te fig. 38, où les droites aa' 9 bb',. . ., 
ne concourent plus en un même point; c'est ce que nous 
avions déjà indiqué (99); du reste, il est facile de ramener 
cette figure à la précédente, ce qui permettra de vérifier si deux 
droites données sont divisées homo graphiquement. 

Pour cela, d'un point a de la ligne Sa (fig. 38) menons 
à Sa' la parallèle a(3, sur laquelle nous porterons a(3 = a'é', 
ay = a'c\ ... ; le point a étant son correspondant à lui-même 
sur les droites ab, a (3, les lignes 6(3, cy, d$,.. . concourront 
en un point 0, si la division harmonique existe en effet. 

Cela posé, et étant donné un point e sur l'une des droites, 
on trouvera son correspondant e' sur l'autre droite ; il suffira 
de joindre Oe qui coupera a (3 en e, et de mener à aa', 
du point e, une parallèle qui coupera ab' au point cher- 
ché e'. 

104. Si nous avons considéré plus de points dans te fig* 38 
que dans la fig. 37, c'était pour montrer que la division ho- 
mographrque s'étendait à un nombre indéfini de points cor- 
respondants sur chacune des droites; du reste, cette fig. 38 
fait voir combien de points il faut considérer, dans la divi- 
sion homo graphique de deux droites, pour établir le rapport 
anharmonique qui leur est commun. 

Il est facile de reconnaître qu'il suffît pour cela de trois cou- 
ples dépeints correspondants sur chaque droite, sauf à prendre 
sur l'une d'elles un point arbitraire. 

En effet, soient a et a', b et b', c et c' les points correspon- 
dants donnés (fig. 38); menons la parallèle a(3 à a'b', et 
V (3, c'y parallèles à aa' jusqu'à la rencontre de a(3, puis joi- 
gnons (36, y c qui se coupent en 0. Enfin, soit d le point arbi- 
traire pris sur ab; Qd coupera a(3 enô, etèd' parallèle à aa' 
déterminera d', correspondant de d. 
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On obtiendra donc ainsi 

ac bc de' b'c' 



1 = 



ad' bd~ a'd' ' b'd' 



Dans cette valeur on voit en effet que d, étant pris arbitraire- 
ment, suffit pour trouver d'. 

Ainsi se trouve résolu le problème suivant : 

Connaissant quatre points sur une première droite et tes 
correspondants des trois premiers sur une seconde, trouver le 
correspondant du dernier. 

105. Points correspondants à l'infini. — Deux droites étant 
divisées homographiquement aux points a, b, c, rf, . . . et a', b', 
c f 9 d', . . . , un point de Tune a toujours son correspondant sur 
l'autre. Cherchons donc, sur la première droite, le correspon- 
dant d'un point situé à l'infini sur la seconde; nous avons 
déjà indiqué cette question (100). 

Soit donc b' celui des points de la seconde droite qui passe 
à l'infini, et indiquons par I, au lieu de b, le point correspon- 
dant. En égalant, comme on doit le faire, les expressions de 
>, X, h (04), avec les mêmes expressions accentuées et obser- 
vant que, dans ces dernières, le rapport de deux longueurs 
infinies doit être considéré comme égala l'unité, on obtiendra 

ac Id a'c' ad ci a'd' de al d'e' 
ad le a'd' cd al c'a' ac dl ac' 

Puisque les trois rapports anharmoniques se déduisent les 
uns des autres, ces expressions donnent la même position pour 
le point I. 

De même, si nous imaginons qu'un point b de la première 
droite passe à l'infini, appelons J' son correspondant sur 
la seconde, nous aurions, pour déterminer J', des expressions 
analogues aux précédentes et qu'il serait facile d'écrire. 

Nous pouvons observer que la connaissance d'un point cor- 
respondant de l'infini, tel que I, équivaut à la connaissance 
de deux points correspondants, tels que b elb'. En effet, con- 
naissant a et a', c et c' avec I et un point arbitraire d de l'une 

des droites, une relation telle que— >•=— =-7-77 donnera le 

^ ad le ad' 

point d', correspondant de d. Réciproquement, trois couples 
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correspondants a, c, d et a?, d, d' détermineront le point I au 
moyen de la relation précédente, et l'on aura de même le 
point J'. 

Si de plus, dans cette relation, nous admettons que c passe 
à l'infini, on sait que d se confondra avec J\ et il restera 

\d ctV 
ad~~ad r 

Les formules écrites ci-dessus donneront aussi 

ad_a[# al _ d'V 

al~~l'd'' el rfl~~~«M'" 

Quoi qu'il en soit, on voit que les points I et J' étant donnés, 
un seul système de points correspondants a ei a 1 suffit pour 
trouver le correspondant d f d'un point arbitraire d. 

106. Points doubles. — Jusqu'à présent les deux droites ont 
été prises d'une manière quelconque. Supposons maintenant 
qu'elles se confondent, c'est-à-dire que deux divisions homo- 
graphiques distinctes soient prises sur la même droite : tout 
ce qui a été dit précédement s'applique encore ici. 

Nous prendrons, comme origine, un point quelconque a de 
Tune des divisions; son correspondant sur l'autre sera a', et 
nous représenterons encore par I et J' les points correspon- 
dants de l'infini. Cela posé, on demande de trouver un point d 
qui se confonde avec son correspondant d\ c'est-à-dire qui 
soit à lui-même son correspondant sur la direction commune. 

Dans ce cas particulier, l'une des égalités du numéro pré- 
cédent devient —r =-p — Pour fixer les idées, supposons, 

comme on peut toujours le faire (90), que ad et al soient 
positifs; a' d et J'd seront de même signe, c'est-à-dire que 
a' et J' seront du même côté de d. Alors 

ad = aJ' + J'd = aa' -^dd, 

car on peut même supposer (90) que le point a laisse tous les 
autres d'un même côté de la droite; du reste, s'il en était 
autrement, nous savons que les formules n'en seraient pas 
moins générales. 
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Pour faire partir toutes les lignes du point a, comme nous 
l'avons dit, nous écrirons, d'après les formules précédentes, 

J'd=ad — aV et a'd=ad — aa'. 

Substituant ces valeurs dans le rapport -y= p-j* et réduisant, 
on a l'équation 

ad — ad{aV -+- al)-hal.aa f z= o. 

Soit O le milieu de la distance IJ\ il est facile de reconnaître 
que l'on a toujours 



~ flJ' + al 



donc 



■3 



ad — 2a0.ad-{-aI.aa' = o. 



Cette équation, étant du second degré, montre qu'il y a 
deux solutions : ces points e,f s'appellent des points doubles; 
mais il est clair qu'ils peuvent être imaginaires. Cependant, 
même dans ce cas, la somme et le produit de leurs distances 
au point fixe a serait toujours laO et al.aa'.. 

On comprend que les points doubles, comme les points cor- 
respondants à l'infini, comptent chacun pour deux points dans 
la détermination du rapport anharmonique. Du reste, ces 
points doubles étant e et /, mettons-les à la place de c et c', 
deld', dans l'expression d'un rapport anharmonique; il en 

résulte 

ae be a' e b' e 

d'où 

be b f e ae a'e 

c'est-à-dire que la quantité tV-ïtv esl constante, quels que 

soient les points correspondants b et b f . 

107. Construction des points doubles. — L'origine a étant ar- 
bitraire, mettons-la au point O, milieu de 1J', et qui donne 

«O = o et al = OI=: — OJ'; 
d'ailleurs, soit O', dans la seconde série de points, le corres- 
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pondant de dans le premier, l'équation se réduit alors à 
Ôd — 0J'.O0' = o, d'où Od = ±\lQV.OO'. 

Ainsi, ces points e 9 /sont à égale distance de part et d'autre 
du point 0. 

Les points doubles coïncident si 00' = o; alors e et/ se ré- 
duisent au point 0. 

On peut concevoir encore que l'un des points doubles / 

aille à l'infini. Alors, la relation précédemment obtenue (106), 

, , . be b f . y be 

qui peut s écrire jp—:j^= const., revient a rp = const. 

C'est ce qu'on appelle le cas de deux divisions semblables. 

Pour concevoir le sens géométrique de ce cas particulier, 

prenons e pour point de départ, et imaginons que, l'une 

des droites restant fixe, l'autre tourne autour de ce point e 

eb ec 
d'un angle quelconque ; la relation —g = — , = . . . indique que 

les droites bb', cd sont parallèles. 
Pour trouver ce point unique e> un seul couple de points 

correspondants b et b 1 suffira si le rapport de proportion- 
ne 

nalité est donné ; alors, en effet, X = -rr- fera connaître e. 

b' e 

Si X n'est pas donné, il faut avoir deux autres points cor- 

: espondants a et ai ; l'égalité 

ae be _. ae de , ab a'b' 

-7— = T7- ou bien -7- = tt— donne t- = tt-7j 
ae b e be b e be be' 

ce qui suffit pour déterminer e. 

IV. — Application aux droites et aux faisceaux holographiques. 

108. Si l'on joint un point quelconque aux deux séries de 
points qui divisent homographiquement une droite donnée, 
les rayons menés aux points doubles s'appellent des rayons 
doubles, car chacun d'eux est évidemment son correspondant 
à lui-même; ils deviennent imaginaires en même temps que 
les points doubles. 

Ainsi, il ne peut y avoir de rayons doubles que dans les 
faisceaux de même sommet. Il n'existe donc aucun rapport 
entre ces rayons et le rayon commun de deux faisceaux homo- 
graphiques qui ont des sommets différents etO'. 
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Ce rayon commun est nécessairement unique puisqu'il ne 
peut être que la ligne 00' elle-même. 

109. En supposant, de plus, que 00' soit son homologue à 
lui-même, nous allons démontrer le théorème suivant : 

Si deux faisceaux homo graphiques sont placés de manière 
que la droite qui joint leurs sommets soit son homologue à 
elle-même, les droites homologues, de part et d'autre, se cou- 
peront sur des points en ligne droite {fig. 39 ) ( * ). 

Supposons donc que la ligne des sommets et 0' réunisse 
les directions homologues Oa et O'a', il faut prouver que les 
points |3, y, d,. . ., où se coupent 06 et 0'6', Oc et OV, . . ., 
sont en ligne droite. En effet, joignons (3y, qui coupe 00' 
en a; les points S et <î', ou cette droite coupe Od et O'tf', 
doivent coïncider parce qu'ils sont déterminés sur la trans- 
versale (3 y par deux rapports anharmoniques égaux par hy- 
pothèse, et dans lesquels les autres points a, (3, y sont les 
mêmes. Il est clair que cela s'étend à un nombre indéfini de 
droites de chaque faisceau. 

110. Sur deux droites en division homographique (fig. 4°) 
soient a et a', b et 6', . . . des points correspondants, et joi- 
gnons ab', àb qui se coupent en m, je dis que ce point est sur 
une droite constante. Soit 2 le point d'intersection de ab et 
de db' y soit sur ab le point S correspondant à 2 et sur a'b' le 
point S' aussi correspondant à 2, il faut prouver que m sera 
sur SS'. 

En effet, les points b et V peuvent être considérés comme 
les sommets de deux faisceaux homographiques terminés aux 
points b' 9 d y 2, S' et b, a, S, 2. Or la droite des sommets bb r 
rentre dans le cas du numéro précédent, car c'est un rayon 
commun, puisque b et V sont homologues. De plus, les rayons 
homologues 62 et 6'Sse coupent en S ; de même bS' et 6'2 
se coupent en S' : on voit donc, en renversant le raisonne- 
ment du numéro précédent, que les autres rayons homolo- 
gues ba! et a'b se coupent sur SS'. 

Ainsi, d'autres points, tels que n 9 /*,..., 1,..., seront en 
ligne droite avec m sur SS'. 

Ce théorème est une généralisation de celui du n° 47. 

( * ) Ici homologue signifie seulement correspondant. 
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111. Soient OA et OB, O'A' et O'B' deux couples de droites 
homologues dans deux faisceaux homographiques, soient m 
et n les points où se coupent les droites non homologues OA 
et O'B', OB et O'A', je dis que la droite mn passe par un point 
constant (Jig. 40* 

Soit Ou, dans le faisceau 0, homologue de O'O dans le fais- 
ceau 0'; de même, dans le faisceau 0', soit 0'w r homologue 
de la droite 00' du faisceau 0; soit £2 le point où se coupent 
ces deux droites, il faut démontrer que mn passe en 12. 

Pour cela, soit a l'intersection de OA et de O'A'; prenons 
aussi m sur O'A' et «' sur OA. D'après les constructions indi- 
quées, ces droites OA et O'A' seront coupées homographique- 
ment aux points ce, m, 0, &>' et a, n, a>, 0'; mais, comme le 
point a est son correspondant à lui-même, on appliquera ici 
Tobservaltion que nous avons faite au n° 103 sur la^îg*. 37, 
c'est-à-dire que les droites mn, Ow et a>'0' concourront en 
un même point £2. 

Ce théorème étant démontré, si l'on connaît le point 12, on 
trouvera la droite O'C du faisceau 0', qui correspond à une 
troisième droite donnée OC dans le faisceair 0. Il sufGra de 
joindre £2 au point n' où OC coupe OA'; cette ligne de jonc- 
tion coupe OA en m', et O'C est la droite cherchée. 

Réciproquement, si l'on donne dans chaque faisceau les 
droites OA, OB, OC et O'A', O'B', O'C, on obtiendra le point Q, 
à l'intersection des lignes mn et m'n' . On pourra ainsi résoudre 
ce problème : étant données trois droites de chaque système 
et une quatrième de l'un d'eux, trouver la droite homologue 
dans Vautre système. 

V. — Applications au cercle et aux coniques. 

112. D'après la mesure connue d'un angle inscrit dans une 
circonférence, on conclut immédiatement le théorème suivant : 

Soient pris quatre ou plusieurs points fixes sur une cir- 
conférence, les faisceaux obtenus en joignant ces points à 
un point variable sur cette circonférence sont homographi- 
ques (101). 

113. Lemme. — Deux tangentes à un cercle étant fixes, si 
l'on mène plusieurs autres tangentes, leurs parties comprises 



RAPPORT ANHARMONIQUE, DIVISION HOMOGRAPHIQUE. 5g 

entre les deux premières seront vues, du centre du cercle, 
sous des angles égaux ou suppléments L'un de l'autre. 

En effet, soient A et A' (Jig. ^i) les points de contact de 
deux tangentes fixes, et m le point de contact d'une troisième 
tangente aaf; les deux droites Ca, Ca', issues du centre du cercle, 
sont perpendiculaires aux deux droites mA, mA', et font entre 
elles un angle aCa\ supplément de l'angle A m A', dont les 
deux côtés sous-tendent la corde fixe AA\ L'angle inscrit Am A' 
étant donc toujours égal à un angle fixe, ou supplémentaire de 
cet angle, suivant la position du point m sur la circonférence, 
il en sera de même pour l'angle aCa'. 

Corollaire. — Si la corde AA' est un diamètre, l'angle A m A' 
sera droit, et il en sera de même pour l'angle aCd. Ainsi, la 
portion d'une tangente au cercle comprise entre deux tan- 
gentes parallèles est vue du centre sous un angle droit. 

114. Si la ligne Ca décrit un certain angle, la ligne Ca' dé- 
crit donc le même angle : ainsi quatre ou plusieurs positions 
de Ca et les positions correspondantes de Ca' forment deux 
faisceaux homographiques et même superposables quant aux 
directions. Il en résulte que les tangentes fixes sont divisées 
ho mo graphiquement par la tangente mobile. 

115. Ainsi, quatre portions quelconques de la tangente mo- 
bile, marquant une certaine division homograpbique sur la 
droite OA, marqueront la même division sur la droite OA', 
qui sera mobile elle-même si l'on fait varier le point 0. Alors, 
ces quatre positions de tangentes étant regardées comme fixes, 
on a le théorème suivant : 

Quatre tangentes sont rencontrées par une cinquième en 
quatre points dont le rapport anharmonique reste le même, 
quelle que soit cette cinquième tangente. 

116. Si nous appelons rapport anharmonique de quatre 
points fixes celui des quatre droites menées de ces points à 
un point quelconque, tel que m sur la circonférence (112), et 
rapport anharmonique de quatre tangentes fixes celui de 
leurs quatre points d'intersection par une cinquième tangente 
ou même par une droite quelconque, nous aurons le théorème 
suivant : 

Le rapport anharmonique de quatre tangentes à un cercle 
est égal à celui des quatre points de contact. 
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En effet {Jig. 43), le rapport anharmonique des quatre 
points a, b, c 9 d est celui des quatre droites menées de ces 
points à un autre point m de la circonférence, et le rapport 
anharmonique des tangentes en ces points est celui des quatre 
points d'intersection de ces tangentes par la tangente en m. 
Soient a, (3, y, à ces quatre points d'intersection, leur rapport 
anharmonique est égal à celui des quatre rayons menés du 
centre du cercle à ces points, et, comme ces rayons sont res- 
pectivement perpendiculaires aux quatre droites qui vont du 
point m aux quatre points a, b, c, rf, leur rapport anharmo- 
nique sera égal à celui de ces quatre droites (101), c'est-à-dire 
à celui des quatre points a, b, c, d: ainsi les deux rapports 
sont égaux. 

117. La perspective n'altère pas les rapports anharmoniques, 
puisque toute transversale coupe un faisceau suivant un rap- 
port anharmonique constant (98). Ainsi, un plan passant par le 
sommet du cône déterminera sur le plan du cercle de base et 
sur celui d'une conique quelconque deux transversales telles, 
que les points qui y seront marqués par des droites menées du 
sommet du cône auront le même rapport anharmonique de 
part et d'autre. 

Or, comme les points des deux courbes se correspondent, 
ainsi que les sécantes et même les tangentes, puisque deux 
points s'y réunissent, on voit que les propositions de ce pa- 
ragraphe relatives aux rapports anharmoniques, c'est-à-dire 
celles des n°* 112, 114, 115 et 116, sont vraies pour une conique 
quelconque aussi bien que pour une circonférence. 
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THÉORIE DE LTNVOLDTION. 



I. — Propriétés qui définissent l'inyolution. 

118. On dit que six points en ligne droite et conjugués deux 
à deux, a et a', 6 et 6', c et d sont en involution, lorsque le 
rapport anharmonique de quatre d'entre eux, appartenant aux 
trois systèmes, est égal à celui de leurs conjugués respectifs. 

Pour justifier cette définition, il faut démontrer que, si elle 
s'applique, par hypothèse, à quatre points pris dans les condi- 
tions précédentes, elle sera également vraie pour toute autre 
combinaison analogue. 

Il peut exister des combinaisons de deux natures différentes 
suivant qu'il y entre deux points accentués et deux sans 
accents, ou bien trois points sans accents avec un accentué, et 
réciproquement. Du reste, une combinaison quelconque four- 
nit trois équations qui correspondent à chacun des trois rap- 
ports anharmoniques (87), suivant que Ton considère les 
quatre points et leurs conjugués dans un ordre quelconque; 
en effet, comme deux des trois rapports anharmoniques dé- 
pendent du troisième (94), une seule équation entraîne les 
deux autres. 

119. Prenons une combinaison de la première espèce, a, b' 9 
c, c et disposons d'abord ces points de la manière suivante, 
a et b f , c et d, c'est-à-dire en sorte que les points correspon- 
dants c et d soient conjugués anharmoniquement. Nous avons 
donc, par hypothèse, 

ac % b'c a'd m bc' 

ad * b' d de' bc 

Mais cette égalité peut évidemment s'écrire sous la forme 

ac bc a'd b'd 

. ___^ __ ___^_ • ^____^ 

ad ' bd a'c bc 
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et Ton reconnaît le rapport anharmonique d'une combinaison 

de la seconde espèce 

a et 6, c et d. 

120. La combinaison de première espèce peut encore pré- 
senter la disposition suivante : a et c d'un côté, b' et d de 
l'autre, ce qui donne 

ab' cb' a'b db 
oc' ' cd a'c ' de 

Ici le facteur cd qui est commun, sauf le signe, pourrait être 
supprimé; rien n'empêche donc de le remplacer par ad ', ce 
qui donne 

ab' ad a'b a! a 

ad cb' a' c d b 

Or, il est facile de constater que cette égalité peut encore 
s'écrire de la manière suivante : 

aV cb' a'b c'b 

_ • _ ^— ^- _ _ ^_ • ___ 

ad ' cd a' a * d a 

Ainsi la combinaison donnée, de première espèce, peut re- 
produire aussi une autre combinaison 

a et c, b' et a\ 

également de première espèce. 

121. Passons à la combinaison de seconde espèce qui peut 
s'écrire a, b, c, d . Si nous la disposons comme il suit : 

a et 6, c et c', 



nous obtenons 



ou bien 



ac bc a'd V d 



ad ' bd de * b'c 
ac b'c a'd bd 



ad ' b'c' de ' bc* 

ce qui donne la combinaison de seconde espèce 

a et b' 9 c et c'. 

En un mot, c'est l'inverse de ce qu'on a vu au n° 119. 

122. Enfin la seconde manière de disposer la combinaison 
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de seconde espèce sera 








a 


et c, 


b et 


c> 


ce qui donne l'hypothèse 


t 






ab 


cb _ 


a'V 


c'b' 


_ 

ac' * 


ce' ~" 


a! c 


• * 
c' c 


Ici encore, remplaçant 


ce' par aa', 


, il vier 


ab 


aa! 


dV 


a! a 


— — < 
ac' 


1b" 


a' c 


c'b' 


d'où Ton conclut 








ab 


cb _ 


a'b' 

• 


c'b' 

i 
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aa' ' ca' a' a " c'a 

On trouve ainsi le rapport anharmonique entre les points a et c, 
b et d et leurs conjugués, ce qui ramène à une autre combi- 
naison également de seconde espèce. 

123. En résumé, on voit que, étant supposée une combi- 
naison de nature quelconque, on peut en conclure toute autre 
combinaison de même nature ou de nature opposée, ce qui 
démontre le théorème énoncé (118) et justifie la définition 
de l'involution. 

On passe d'une combinaison à une autre en changeant un 
point dans son conjugué. 

II. — Formules fondamentales. 

124. L'équation des n 08 119 et 121 donnera la formule 

ca . cd c' a' .c'a 

cT7cT'~~^ c'b'.c'b' 

et l'on aura par symétrie deux formules analogues. 

125. L'équation du n° 120 revient à 

ac' .cb' .bd -H a'c.c'b.b'a = o, 

équation isolée, puisqu'elle est symétrique. On voit qu'elie 
s'obtient en supprimant le facteur commun aa' et en tenant 
compte des signes. 
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126. On obtient de la même manière l'équation du n° 122, 
qui devient 

ab.a! c.b' d H- a' b' . ad ,bc = o. 

Pour se rappeler cette formule on peut prendre a et a' et y 
ajouter b et c pour faire les premiers facteurs du premier 
terme, dont le dernier facteur sera formé par les conjugués 
b' et d de b et c. Quant au second terme, il se forme encore 
en changeant les lettres non accentuées en lettres accentuées, 
et réciproquement. 

Du reste, on voit qu'il y aura deux équations symétriques 
de celle que nous venons d'écrire. 

127. Nous pouvons donc écrire de la manière suivante les 
formules de l'involution : 

ab . ab' a'b'.a'b 

ac.ac' a! d .a! c 

bc . bc' b' d .b'c 



(«) 



ba.ba! b'a'.b'a 
ca.ca! c'a' .c'a 



cb.cb' c'b'.db 
(2) ac'.cb'.ba' H- d c.db.b'a = o. 

Iab.a! c.b'd -\-a'b'. ad .6c = o, 
bc.b'a.d a' ■+- b 1 d .ba' ,ca = o, 
ca.d b.a' b f -f- d a' .cb'.ab = o. 

Chacune de ces sept formules dérive, comme nous l'avons 
vu (123), d'une hypothèse unique sur l'égalité de deux rap- 
ports anharmoniques ; réciproquement, et en renversant les 
calculs indiqués, chaque formule reproduirait une des égalités 
de rapports anharmoniques et, par conséquent, toutes les 
autres. Donc aussi, une de ces sept formules étant admise, les 
six autres en découlent nécessairement. 

III. — Involutton étendue a plus de six points. 

128. Théorème. — On donne six points en involution a et a! 9 
b et V y c et d ; si deux autres points det d r sont en involution 
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avec quatre des six points, a et a', b et 6', ils seront aussi en 
involution avec le troisième couple c et c f , et chacun des 
deux autres. 

En effet, l'involution supposée des trois premiers cou- 
ples donne évidemment, au moyen de la première des for- 
mules (i)( 127), 

ab.aV ac.ad 

d b ' .à b de' .de 



L'involution des dgux prëmie.rs couples avec d et rf' donne de 

même ' v >•• 

a$*ab'\ ad. ad' 

par conséquent •-.?.•■ 

ad. ad' __ ac.ac' 
d d' .d d dd.de 

Ainsi d et d' remplacent 6 et b' dans la première des formules; 
donc ces points d et d 1 sont en involution avec a et d 9 c et c'. 
On verrait de même que rfet d' sont en involution avec b et b', 
c et c'. 

129. On peut concevoir ainsi un système dévolution formé 
de tant de couples de points que Ton voudra, ces couples 
étant combinés trois à trois. 

IV. — Point central. 

130. Considérons donc quatre couples a et d \ b et 6', cetc*, 
d et d 1 en involution trois à trois; nous aurons, en rempla- 
çant c et c' par d et d' dans la troisième des formules ( i) (127), 

la relation 

da.dd d' d .d' a 

db7dF~~ d'b'.d'b* 

Si d' est à l'infini, le second membre se réduit à l'unité ; alors, 
soit 0, au lieu de d, le conjugué de d' 9 il reste 

Oa. Oa' =06.06'. 

Mais, comme on peut (128) remplacer a et d ou 6 et b' par 
c et c' 9 on a l'égalité double 

Oa.Od = 06.06' = Oc. Oc'. 

5 
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Ainsi, étant donnés trois couples de points en involution, on 
appelle point central le conjugué de l'infini par rapport à ces 
points. 

131. Le point a une signification géométrique très-im- 
portante. Si nous décrivons des circonférences sur aa! et sur 
66' comme diamètres, il est clair que le point est celui où 
Taxe radical de ces cercles coupera la droite d'involution ; 
comme il en sera de même pour la troisième circonférence 
comparée aux premières, les axes radicaux des cercles pris 
deux à deux coupent celle droite au même point, c'est-à-dire 
que ces cercles ont le même axe radical» 

132. Réciproquement, si trois circonférences dont les centres 
sont en ligne droite ont même axe radical, les extrémités de 
leurs diamètres sur la ligne des centres sont en involution. 

En effet, soient a et a', b et 6', c et d les extrémités de ces 
diamètres, et le point où la ligne des centres est coupée par 
Taxe radical commun. Ce point ayant même puissance pour 
les trois cercles, on aura 

Oa.Oa' =06.06' = 0c.0c'; 

d'ailleurs le point est suffisamment déterminé par la seule 
égalité 

0a.0a' = 06.06'. 

Or, si le point c' n'était pas le conjugué de c pour faire une 
involution avec a et a', 6 et 6', il y aurait un autre point c" qui 
jouirait de cette propriété. Le point central étant donc 
connu, ainsi que nous venons de le dire, par la considération 
des deux premiers couples, on aurait 

0a.0a'=06.06' = 0c.0c"; 

par conséquent 

0c.0c' = 0c.0c", 

ce qui prouve que c" coïncide avec c\ 

133. Autre définition de Vinvolution. 

On peut donc définir l'involution de la manière suivante : 
Trois couples de points sont en involution sur une droite, 
lorsqu'il existe sur cette droite un point d'égale puissance 



THÉORIE DE L' INVOLUTION. 69 

relativement à chaque couple. Ce point est le point central. 
Cette considération géométrique a l'avantage de rendre sen- 
sibles aux yeux certaines propriétés de l'involution, et nous 
allons en conclure différents théorèmes sur les circonférences. 

134. Les circonférences décrites sur trois segments en invo- 
lution passent toutes trois par deux mêmes points ( réels ou 
imaginaires). La corde commune, toujours réelle et perpendi- 
culaire à la ligne d'involution, coupe cette ligne au point 
central. 

135. Si l'on joint ces deux points aux extrémités d'un seg- 
ment diamétral, on forme un angle droit; d'où résulte ce 
théorème : 

Quand trois segments en ligne droite forment une involu- 
tion, il existe deux points ( réels ou imaginaires), de chacun 
desquels on voit ces segments sous des angles droits. 

Réciproquement, si un angle droit tourne autour de son 
sommet fixe, les segments qu'il intercepte sur une droite don- 
née, dans trois quelconques de ses positions, ont leurs extrémi- 
tés en involution. 

136. Observons enfin que si trois circonférences dont les 
centres sont en ligne droite ont même axe radical, une trans- 
versale quelconque les coupe suivant trois segments en invo- 
lution dont le point central est sur l'axe radical commun. 

V. — Cas généraux de l'involution. 

137. Les différentes dispositions que peuvent présenter six 
points en involution se ramèneni donc à l'étude des positions 
relatives que peuvent avoir trois circonférences dont les 
centres sont en ligne droite. 

Si deux circonférences se coupent en deux points réels 
À et B (fig. 44)> ta troisième passera aussi par ces mêmes 
points, comme devant avoir une corde commune pour axe 
radical commun avec les premières. Ainsi le point 0, se trou- 
vant sur AB, sera entre a et d y b et b 1 , c eld : donc a, b, c, 
seront d'un côté du point et a!, b 1 , c' de Vautre. 

On dit alors que chaque segment empiète sur les autres. 

138. Supposons maintenant que deux des trois cercles, ad 

5. 
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et bV (Jig. 45), soient extérieurs l'un à l'autre. II sera d'abord 
facile de constater, en allant d'une circonférence à l'autre, 
que, dans cet intervalle db, doit se trouver un point d'égale 
puissance par rapport à toutes deux, car le point a' a une puis- 
sance nulle pour la première, et le point b pour la seconde. 
Ainsi le point O sera entre les deux cercles. 

Cela posé, comme le produit Oa.Oa! =0i.0fc', est aussi 
égal au produit Oc. Oc? relatif à la troisième circonférence, 
on voit que Oc. Oc' sera aussi positif; ainsi, pour la troisième 
circonférence, comme pour les deux premières, c et c* se- 
ront d'un même côté du point O. Supposons qu'ils soient du 
côté des points a et a', par exemple, et admettons que la pre- 
mière circonférence soit celle qui s'écarte le plus du point 0, 
c'est-à-dire que l'on ait 0a>0c L'égalité Oa.Oa! = 0c.0c* 
montre que l'on aura par compensation Oc'^Oo'; par con- 
séquent le troisième cercle sera intérieur au premier. 

Ainsi le second cas de t'involution suppose un segment bb f 
séparé des autres par le point central, de l'autre côté duquel 
sont aa' et cd contenus l'un dans l'autre. 

139. Il ne reste plus, comme cas général, que celui où les 
trois cercles sont les uns dans les autres (Jig. 46). Les points 
se suivent alors dans un ordre inverse, tel que a, b, c et c' , 
b', a!. 

Il est clair que le point central est extérieur au système des 
trois cercles, car s'il était dans l'intérieur, même du plus 
grand, l'axe radical commun couperait ce cercle, ce qui n'ar- 
rive que pour des circonférences sécantes. 

VI. — Cas particuliers. 

140. Si les circonférences sont tangentes, le point de con- 
tact est évidemment le point central qui donne alors une puis- 
sance nulle ; donc l'involution disparaît dans ce cas. 

141. Voyons ce qui arrive quand une circonférence se ré- 
duit à un point. La,/z£. 44 ne donne point de cas particulier, 
car b et b' étant de part et d'autre du point O, s'ils se con- 
fondent, on a 06 = o et la puissance est encore nulle. 

142. Mais, dans \*fig. 45> si les points c et c' se réunissent 
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en /(yîg*. 47 ). l'égalité devient 

Oa.Oa' = 06.06' = Ôf! 

143. Dans celte même^g*. 4^, au lieu de réunir c et d , si 
l'on réunit 6 et 6' en e (fig. 48), on a ' 

Oa.Oaf = 0c.0c' = Ôe? 

144. Enfin, si ces deux réunions se font à la fois (jig. 49)» il 
reste 

0a.0a'='0e=Ôf! 
Alors il est clair que 

0/= — Oe, ou Oe-hO/=o. 

145. Dans la^/îg. 46, si c et c' coïncident, on a la^/ïg. 5o qui 
donne 

Oa.Oa' = Qb.Qb' = Ôf. 

Dans cette Jig. 46, comme le cercle 66' enveloppe le cercle 
cc' 9 les deux points 6 et b' ne peuvent pas coïncider en un point 
différent de celui où se réunissent c et c'. Or, dans le cas où 
ces points coïncideraient, il est clair qu'il n'y aurait plus dé- 
volution. ' 

VIL — Points doubles. 

146. On appelle points doubles des points tels que e,f, dont 
chacun représente une circonférence réduite à son centre, 
ainsi qu'on vient de le voir. Chaque point double remplace 
donc deux points en involution. . 

Considérons surtout la Jig. 49» dans laquelle ces deux 
points e et f suffisent avec a et a' pour constituer l'invo 
lution. D'après l'égalité 

Oa.Oa f =o7 ='U}\ 

on a reconnu (144) que était le milieu de ef; donc (26) 
4 les points doubles divisent harmoniquement le segment 
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donné aa'. Ainsi 


ea ea! 

fc~~ffî 



On voit que Qe et O/sont les deux valeurs zfc^Oa.Oa'. 
Ainsi les points doubles seront imaginaires si le point est 
compris entre a et a' {Jtg, 44) » dans ^sfig' 45 et 46 ils se- 
ront réels. 

147. Dans les fig. 47, 48 et 5o les points doubles e, /sont 
relatifs à deux segments à la fois. Du reste, on vérifierait sur 
chacun d'eux, ou même sur un plus grand nombre» l'obser- 
vation suivante que Ton peut faire sur la^îg. 49 : 

Étant donné un segment, en dehors duquel est le point 
central, l'un des points doubles est entre les extrémités du 
segment, l'autre en dehors et du côté opposé au point 
central. 

148. Il est facile de reconnaître ici les points doubles, tels 
que nous les avons considérés aux n°* 106 et 107. Les points 
que nous y avons indiqués, ainsi que dans le n° 105, par les 
lettres I et J', se confondent en 0. 

Si ces points doubles coïncidaient, il n'y aurait pas d'invo- 
lution, car il en résulterait 

Oe = Oa = o. 

149. Soient aa' et bb' deux segments (Tune involution 
dont e et f sont les points doubles, ce couple e et f fait lui- 
même une involution avec les couples a et b', a 1 et 6, ainsi 
qu'avec les couples a et a', b et b'. 

En effet, les points e et/divisant harmoniquement les deux 
segments donnés (146), on pourra écrire (95) 

ae # a'e 

et aussi 

b'e'be~ ' 
d'où 

ae > aie Vf # bf 

af'aff b'e' be' 
ce qui montre que les points a et a', e et/ sont en égalité de 
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rapport anharmonique avec les points b' et 6, / et e, consi- 
dérés comme leurs conjugués. On reconnaît ici les points e,f 
du n° 84. 

VIII. — Faisceaux en involution. 

150. On appelle faisceau en involution celui qui est formé 
par des droites partant d'un même point et aboutissant à des 
couples de points en involution sur une transversale. 

Considérons six droites en involution, A et A', B et B', 
C et C; d'après les formules (i) de l'involution (127), et celles 
des faisceaux homographiques (101), on a la relation 

sin(A > B).sin(A > B / ) _ sin(A / ,B / ).sin(A / ,B) 
sin(A, C).sin( A, G ) — sin(A', C').sin(A', C)' 

Il est clair qu'on pourrait transformer ainsi toutes les for- 
mules du n° 127 et que chacune entraînerait toutes les autres. 

151. L'égalité précédente peut encore se mettre sous la 
forme 

sin(A, B).sin(A, B'..) _ sin(A, C).sin(A, C ) 
sin{A',B , ).sin(A , ,B)""sin{A , ,C , ).sin(A , ,C)' 

On voit alors que l'on peut poser 

sin(A, B).sin(A, B') _, 
sin(A', B').sin(A', B) ; 

cette quantité a étant constante, quelles que soient les droites 
conjuguées B et B' que l'on prenne sur le faisceau. 

152. Observons que, dans le faisceau, rien ne correspond 
au point central. En effet, les points d'égale puissance relative- 
ment à a et a 1 , b et b' où une transversale coupe un faisceau 
homographique, ne sont en ligne droite que si ces transver- 
sales sont parallèles. 

Du n° 135 on conclut le corollaire suivant : 
Quand trois angles droits ont le même sommet, leurs six 
côtés forment un faisceau d* involution; et aussi, dans un fais- 
ceau de six droites en involution, si deux droites sont per- 
pendiculaires à leurs conjuguées respectives, les deux autres 
droites conjuguées sont aussi perpendiculaires. 

153. On appelle rayons doubles ceux qui passent par les 
points doubles. On pourra donc avoir un faisceau complet 
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d'involution composé de cinq droites ou même de quatre, au 

lieu de six (l.M>). Soient E, F ces rayons doubles, si l'on 

ea ca* 

change dans l'équation -j- = — -j-, du n° 146, les lignes en 

sinus, comme on a déjà fait au n° 101, on a 

sin(E, A) _ sin(E, A') 
sin(F, A) - sin(F, À'f 

154. Rayons conjugués perpendiculaires. — Une transver- 
sale coupe un faisceau d'involution en des points conjugués 
tels que, si l'on décrit des circonférences sur les segments 
qui les réunissent deux à deux, ces segments étant pris comme 
diamètres, toutes ces circonférences ont le même axe radi- 
cal (131). Construisons la circonférence passant par le sommet 
du faisceau et ayant ce même axe radical commun avec une 
quelconque des autres (81). D'après la construction, la trans- 
versale sera toujours un diamètre de cette circonférence qui 
contiendra le sommet; donc on obtiendra un angle droit en 
joignant ce sommet aux extrémités de ce diamètre. Ainsi dans 
un faisceau d'involution il existe toujours deux rayons con- 
jugués perpendiculaires, P et P'. 

Dans ce cas, sin(P', B) = cos(P, B). Donc, dans la formule 
du n° 151, remplaçons A et A' par P et P', il reste 

tang(P,B).tang(P,B') = >, 
cette quantité 1 étant constante. 

IX. — Faisceaux de quatre ou plusieurs plans. 

155. Si Ton représente par A, B, C, D quatre plans passant 

par une même droite, le rapport anharmonique de ces plans 

sera défini, comme pour un faisceau rectiiigne (101), par l'ex- 

sin(A, C) sin(B, C) . . , # . . 

pression . .. ' : . ;.. ' » les sinus se rapportant ici aux 
r sin(A,D) sin(B, D) rr 

angles dièdres de ces plans. 

On ramènera les angles dièdres à des angles rectilignes en 

menant un plan perpendiculaire à l'intersection des plans. 

156. Si quatre plans passent par une même droite, un plan 
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transversal les coupe suivant des droites dont le rapport an- 
harmonique est constant et égal à celui de ces plans. 

En effet, deux plans quelconques coupent ces plans suivant 
les droites a, (3> y, S et a', (3', y', à'. L'intersection de ces 
plans contiendra, sur les quatre plans donnés, les intersec- 
tions de ces droites qui seront les points a, b, c y Jdont le rap- 
port sera à la fois celui des droites a, (3, y, à et a', (3', y', è r ; 
donc ce rapport sera le même pour un plan transversal quel- 
conque. 

Maintenant, comme le plan perpendiculaire à l'intersection 
des quatre plans détermine sur ces plans des droites dont le 
rapport anharmonique est celui que Ton considère (155), le 
théorème est démontré, 

157. Quatre plans passant par une même droite sont coupés 
par une transversale quelconque en quatre points qui ont le 
même rapport anharmonique que ces quatre points. 

En effet, un plan quelconque passant par cette transversale 
coupera les plans suivant des droites dont le rapport anhar- 
monique sera celui des points indiqués, ce qui ramènera ce 
théorème au précédent. 

Ce théorème permet d'étendre à des plans parallèles la défi- 
nition du rapport anharmonique de quatre plans. En effet, si 
la droite commune était à l'infini, les plans parallèles auraient 
encore un rapport anharmonique qui serait celui de leurs 
points de rencontre avec une transversale quelconque. 

158. Plans en involution. — Si par une même droite et par 
six points en involution on fait passer des plans, on aura six 
plans en involution. 

On peut de même concevoir un nombre quelconque de 
plans en involution; aux points doubles correspondent des 
plans doubles. 
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I. — Constructions. 

159. Comme deux segments suffisent pour déterminer le 
point central de trois ou de plusieurs segments en involution, 
on trouvera ce point central par la construction de Taxe radi- 
cal (72). Celle construction s'étend même au cas où il y a un 
point double, c'est-à-dire où l'un des segments est nul (75). 

Connaissant ainsi le point central d'une involution et un seg- 
ment quelconque aa! y on a vu (146) comment une construction 
de moyenne proportionnelle, au moyen de la formule 

Oe = ±VOa.Oa', 

donnera les points doubles e et/. 

160. Étant donnés cinq points d'une involution a et a', b et 
V et c 9 on trouve le sixième point c' par une quatrième pro- 
portionnelle au moyen de la formule 

Oc 

puisque les premiers segments déterminent le point central 0. 
II est évident que l'on résout ainsi le problème : 

Connaissant cinq rayons d'un faisceau d* involution, trouver 
le sixième. 

Voir une autre solution (166). 

161. Étant donnés sur une droite deux couples de segments 

aa' , bV et AA', BB', on demande un segment ce 1 qui soit en 
involution avec chacun de ces couples. 

Par un point arbitraire G, menons deux circonférences dont 
la première passe en a et a', la seconde en b et b' ; elles se 
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couperont en un autre point G' : par le même point 6 menons 
encore deux circonférences qui passent Tune en A et À', 
l'autre en B et B' ; elles se couperont encore en un point G". 
La circonférence passant aux trois points G, G', G" déter- 
minera sur la droite d'involution le segment demandé ce' . 

En effet, soit o le point où GG' coupe cette droite d'involu- 
tion, les égalités 

oa.oa' = oG.oG' et ob.ob' = oG.oG' 9 

donnent 

oa.oa' = ob.ob', 

c'est-à-dire que o est le point d'égale puissance pour les seg- 
ments aa'y bb'. Donc aussi 

oa . oa' = ob . ob' = oc . oc', 

puisque c et c', G et G' sont sur une même circonférence. 

De même GG* coupera la droite au point O d'égale puis- 
sance pour AA' et BB', ce qui donnera encore 

OA.OA' = OB.OB' = Oc. Oc'. 

Le segment ce' est donc celui que l'on demandait. Il se réduit 
à un point double si la circonférence GG'G" touche la droite 
donnée; si elle ne la rencontre pas, ce segment est imaginaire. 
Si les points m et n, M et N où se coupent les circonférences 
qui ont pour diamètre aa! et bb' > AA' et BB', sont tous réels, il 
est clair qu'une même circonférence passe par ces quatre points 
et coupe la droite en c et c'. En effet, puisque o et O sont les 
milieux de mrï et de MN, on a 

om = oa.oa' = ob.ob' = oc. oc', 
et 

OM 2 =OA.OA' = OB.OB' = ;Oc.Oc'. 

Le point o étant le pied de l'axe radical des circonférences 
ad et ce' y de même que O est le pied de l'axe radical entre 
les circonférences AA' et cc\ on voit que l'on résout ainsi le 
problème suivant : 
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Construire un cercle qui ait un axe radical donné avec une 
circonférence donnée, et un autre axe radical donné avec une 
autre circonférence également donnée, ces axes étant paral- 
lèles* 

162. Il peut se faire qu'un segment, tel que aa\ se réduise à 
un seul point a ; alors la circonférence passant par le point G 
est tangente en a à la droite. 

Si les quatre segments se réduisent ainsi à quatre points a, 
b, A, B, les points cherchés c et c' divisent harmoniquement 
les distances ab et AB. Pour le vérifier, soient o et les mi- 
lieux de ab et AB, on aura par l'involution, 

oc.oc' = oa 9 Oc.Oc / = OA, 

et ces formules sont justement celles que Ton a trouvées pour 
les points qui divisent harmoniquement ab et AB (26). 

Ainsi quand deux points divisent harmoniquement deux 
segments sur une droite, ces trois segments sont en involution. 

On obtient donc par la construction précédente (161) la so- 
lution du problème déjà indiqué (26): 

Trouver deux points qui divisent harmoniquement deux 
segments en ligne droite. 

Mais il vaut mieux (n° 8 8i et 149) décrire un cercle ayant 
pour centre un point suffisamment éloigné de Taxe radical des 
circonférences qui ont ab et AB pour diamètres, et ayant pour 
rayon la tangente menée de ce point aux circonférences. Cette 
nouvelle circonférence coupe la droite aux points e et/, iden- 
tiques avec c et c 9 . 

II. — Involution dans le triangle. 

163. Si l'on joint un point quelconque aux sommets d'un 
triangle^ toute transversale coupera ces lignes de jonction et les 
côtés du triangle suivant six points en involution (fig* 5i, 
52, 53). 

Soit D le point joint aux sommets du triangle ABC. La trans- 
versale coupe les lignes de jonction DA, DB, DC aux points 
a' f b' f c' et les côtés BC, AC, AB aux points a, b 9 c, conju- 
gués avec les premiers. 

Considérons un triangle, tel que DaV, ayant pour sommet 
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le point D, et pour base une portion a'c' de la transversale. 
Nous le couperons par le côté AC, et nous sommes guidés 
dans le choix de ce côté parce que Da* passe en A et De' en C. 
Il en résulte (2) 

T)lL.a'b.c'C = I)C.a'k.c , b. 

De même, le triangle Da'b' coupé par le côté AB donne l'é* 

sralite 

DB.a'A.fe'c = DA.a'c.6'B, 

et le triangle D6V, coupé par le côté BC, donne enfin 

DCVa.4'B = DB.c'C.fe'«. 

Multipliant ces trois équations et supprimant les facteurs 
communs, il reste 

db.V Ce' a=c'b.b' a.a'c, 

ce qui revient à l'équation (i) (127). Ainsi le produit des 
segments qui n'ont aucun sommet commun est égal au pro- 
duit des trois autres* 

164. Le théorème subsiste lorsque le point D va à l'infini, 
auquel cas les droites DA, DB, DC sont parallèles; on a donc 
le corollaire suivant : 

Des sommets d'un triangle si l'on mène des parallèles dans 
une direction quelconque, toute transversale coupe ces paral- 
lèles et les côtés du triangle suivant six points en involution. 

III. — Involution dans le quadrilatère. 

165. Une transversale coupe les côtés opposés d'un quadri- 
latère, ainsi que les diagonales, suivant des points conjugués 
en involution. 

La démonstration vient d'être faite (163) sur les Jig. 5i, 52 
et 53, relativement au quadrilatère ABCD, dont une transver- 
sale coupe les côtés BC et AD en a et a', les côtés AB et DC en 
c et c' et les diagonales BD et AC en b' et b : il reste seule- 
ment à voir en quoi ces trois figures diffèrent. 

Dans la^/îg*. 5i, la transversale coupe les diagonales dans 
l'intérieur du quadrilatère, ce qui donne aux points en invo- 
lution la même disposition que dans \&fig. 46. 
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Dans \*fig- 5i, les deux diagonales sont coupées en dehors 
du quadrilatère, ce qui ramène à la disposition de là fig. 45* 

Enfin, dans la fig. 53, l'une des diagonales est coupée à 
l'intérieur du quadrilatère et l'autre à V extérieur. On trouve 
ainsi \*fig- 44* 

Dans ces troisjîg. 5i, 5a, 53, nous avons supposé le quadri- 
latère convexe : cela n'était pas nécessaire; mais cela suffirait, 
comme on l'a vu, pour retrouver les trois cas généraux de 
l'involution. 

166. On trouve ainsi un nouveau moyen de construire le 
sixième point d'une involution. 

Étant donnés sur une droite les points a, b, c, a!, b r > si l'on 
demande le point c\ conjugué de c, il faut mener, du point 
quelconque A, les droites A a', kb, kc; conduire par le point V 
une droite quelconque qui coupe ko! en D et kc en B, joindre 
aB qui coupe Ai en C, et enfin tirer DC qui rencontre la 
droite donnée au point cherché d . 

Si l'on décrit des circonférences sur ad , bb\ cd comme dia- 
mètres, on sait qu'elles ont le même axe radical; donc elles 
se coupent dans le cas de la fig* 53. C'est ce cas qui se pré- 
sente pour un parallélogramme. 

167. Si Von joint un point quelconque aux six sommets 
d'un quadrilatère complet, on a un faisceau d' involution 

(fig> 54). 
Soit ABCD le quadrilatère donné, E et F ses deux sommets 

supplémentaires, et le point donné : on voit, d'après ce qui 

précède (165), que le quadrilatère OABF et ses diagonales AB, 

OF sont coupés en involution par la transversale DC, et l'on 

voit quelles sont les droites conjuguées dans le faisceau ainsi 

formé. 

168. Le point peut être à l'infini, ce qui donne six droites 
parallèles : il en résulte que les projections des six sommets 
sur une droite quelconque sont en involution. 

Si le point (fig. 54 ) est un des points d'intersection des 
circonférences décrites sur les diagonales AC, BD comme dia- 
mètres, les droites menées de ce point à chaque couple de 
sommets opposés seront rectangulaires; donc les deux au- 
tres droites OE, OF de l'involution seront aussi rectangu- 
laires (152, 2 e corollaire). On a donc ce théorème : les trois 
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circonférences qui ont pour diamètres les diagonales d'un qua- 
drilatère ont deux mêmes points d'intersection. Leurs centres 
étant ainsi en ligne droite, on voit que les milieux des trois 
diagonales d'un quadrilatère complet sont en ligne droite. 

IV. — Involution dans le cercle et les coniques. 

169. La perspective n'altérant pas les rapports anharmoni- 
ques desquels dépend Pinvolution, on verra, comme au n° 177, 
que six points en involution sur le plan du cercle correspon- 
dent à six points en involution sur celui de la conique. 

Il en résulte aussi qu'un faisceau d f involution sur le plan 
du cercle correspond à un faisceau d* involution sur le plan 
de la conique. 

En effet, menons par le sommet du cône un plan quel- 
conque qui coupera le faisceau du cercle suivant six points 
en involution, il coupera aussi le faisceau de la conique sui- 
vant six points en involution. 

170. Théorème de Desargues. 

Étant donné un quadrilatère inscrit dans un cercle ou une 
conique, une transversale quelconque coupe la courbe et les 
côtés opposés du quadrilatère suivant six points conjugués en 
involution (fig. 55). 

Soit ABCD le quadrilatère dont les côtés AD et BC, AB et DC 
sont coupés, en a et a', b et b' 9 par la transversale qui ren- 
contre la circonférence du cercle en c ei c'. Un théorème 
connu donne 

ac.ac' = aA.aJ) et de. de 1 = a'B.a'C, 

d'où 

ac.ac' aA.aJ) 

de. de 1 ~ dh.dC 

Soit F le point où concourent AD et BC, et considérons le 
triangle ¥ad coupé successivement par les deux autres côtés 
AB et DC. Le premier donne 

¥A.ab.dB = ¥B.db.aA, 
et le second 

FV.aV.dC = FC.a'b r .aV. 
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Multipliant, et observant que 

FA.FD = FB.FC, 

il reste 

ab.a'B.al/.a'C = a , b.ak.a i b\aB, 
ou bien 

aA.ûD ab.aV 



par conséquent 



a!B.a'C~~ a'b.a'b" 

ac.ad ab.aV 

a'c.a'd db.a'b' 



ce qui établit l'involution (127). 

171. Si Ton prend pour conique l'ensemble des diago- 
nales AC, DB, on retrouve le théorème sur le quadrilatère (165). 
Aussi soient d et d! les points où la transversale coupe les dia- 
gonales, dd' est en involution avec cd et ad, ou bien avec cd 
et bb'. 

Si AD dégénère en tangente (Jig. 55), on voit que les six 
points déterminés par une transversale sur une conique, sur 
deux côtés d'un triangle inscrit, enfin sur le troisième côté et 
la tangente au sommet opposé, sont en involution. 

172. Si trois droites partant d'un même point coupent une 
circonférence ou une conique, les six points ainsi obtenus 
forment un faisceau d' involution quand on les joint à un point 
quelconque de la courbe (Jig. 56). 

Les sécantes partant du point déterminent sur la circon- 
férence les points a et a', b et b', c et d; soit m un point de 
la courbe, il faut montrer que le rapport anharmonique de ma, 
mb, me, md est le même que celui de ma', mb 1 , md, me. 

La droite 0/n coupe la circonférence en m'; les faisceaux ma, 
mb, me, md et m'a, m'b, m'e, m'd, aboutissant aux mêmes 
points, donnent les mêmes angles inscrits, et par suite le 
même rapport anharmonique. Mais les droites m'a et ma', 
m'b et mb', m'e et md, m'd et me se coupent deux à deux, 
sur la polaire du point 0, par rapport à la circonférence (61). 
Donc cette polaire étant une sécante commune au faisceau m'a, 
m'b, m'e et m'd que nous venons de considérer et au fais- 
ceau ma', mb 1 , md, me, ils ont le même rapport anharmo- 
nique. Or, le premier faisceau a aussi, comme nous l'avons 
vu, le même rapport anharmonique que ma, mb, me, md; il 
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en est donc de même pour le second, ce qui démontre la pro- 
position. 

Réciproquement, s'il y a involution, les trois sécantes con- 
courront en un même point. 

173. Soit Oad (Jig. Sy ) une quelconque des sécantes, et ma 9 
ma! les rayons correspondants du faisceau m. Joignons ce 
point m aux extrémités À et A' du diamètre CO; il est clair 
que les droites mA, mA' seront les rayons conjugués perpen- 
diculaires du faisceau m (154.). Alors 

tang A ma. tang A ma! = const., 
ce qui revient à 

tang- ACa. tang - ACa' = const. 

•a 2 

Pour connaître la valeur de cette constante, il faut mener la 
tangente OT; on obtient 

tang - OCa. tang - OCa' = tang 2 -! OCT, 

et d*ailleurs 

, ï^™ i — cosOCT OC — R OA 
lang ^ OCT= H-cosOCT = ÔCTR == C)Â î ' 

Enfin, il est clair que l'angle AA'a est la moitié de ACa ou 
de OCa; de même AA'a' est la moitié de OCa' : menons au 
diamètre AA' la perpendiculaire a'F, qui coupe A'a en E; on 
voit que 

i „ EF # . i AP , a'F 

tang - OCa = ^ tang - OCa' = -y-, 

ce qui donné 

EF.a'F_ OA 
~~OA'* 



A'F 



(Il est clair que ce numéro ne se rapporte qu'au cercle.) 
174. Lemme. -— Un quadrilatère étant circonscrit au cercle 

6 
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<w A une conique, tes diagonales qui joignent les côtés op- 
posés concourent au même point que les droites qui joignent 
les points opposés de contact (Jig. 58). 

Des deux points et A, menons à une circonférence des 
couples de tangentes, qui formeront le quadrilatère aoLatd, 
ayant pour points de contact ï 9 i et g, g. Or, iï', polaire de A, 
et gg'> polaire de O, concourent au pôleP de ÂO; de plus, les 
droites ig' et i'g concourent en un point H, situé sur AO ( corol- 
laire du n°63): par conséquent, ce point H, où se réunissent ig 9 
polaire de a 1 , et F g, polaire de a, est le pôle de aa\ Il en résulte 
queaa' passe au pôle P de la droite AO, qui contient le point H. 

On verrait de même que al a passe en P. Nous retrouverons 
ce théorème n° 396. 

175. Si de trois points en ligne droite on mène des couples 
de tangentes à une circonférence ou à une conique, ces tan- 
gentes déterminent, sur une autre tangente quelconque, six 
points en involution (Jig. 59). 

Du point O, où la droite des points donnés A, B, C coupe 
la tangente donnée OM à la circonférence, menons l'autre 
tangente OM', qui coupe les tangentes indiquées aux points a 
et a', (3 et (3', y et /. Il suffît de prouver que les points a, b, 
c, d ont les mêmes rapports anharmoniques que leurs conju- 
gués a r , V 9 c'y c. Or le rapport anharmonique des points a, b, 
c, d, où quatre tangentes sont rencontrées par une cin- 
quième OM, est le même que celui des points a, (3, y 9 /, où ces 
quatre mêmes tangentes sont rencontrées par une nouvelle 
tangente quelconque OM' (115). Mais aussi les droites *a', {36', 
y d , y' c passent par le même point P, qui est le pôle de la droite 
ABC (174); donc le rapport anharmonique des points a, (3, y, y 1 
est le même que celui des points a 1 , b', d f c, ce qui dé- 
montre le théorème demandé. 

176. Soient D et D' [Jig. 60) les points où la tangente quel- 
conque M à la circonférence est coupée par deux tangentes 
parallèles ED, E'D', qui rencontrent les tangentes ka et Aa! 
en F et F' : on sait (corollaire du n° 113) que l'angle DOD' est 
droit. Donc ces lignes OD, OD' sont les rayons rectangulaires 
de l'involution (154), ce qui donne 

langPOa.tangPO«' = const. 
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Soit KAK' parallèle aux tangentes, et cherchons à rapporter 
les sommets des angles au point A. 
Extérieurement au triangle OaD, 

angle ODa' = DOa-hOaD. 

t)e même, extérieurement au triangle FaD, 

angle FDa' = BFa H- FaD; 

mais FDa' est double de ODa' et FaD double de OaD; donc 
DFa est double de DOa. Ainsi 

DOa = -KAa. 

2 

Ensuite, l'angle Oa'D, extérieur au triangle Oa'D', donnera 

Oa'D = OD'a'+ D'Oa'; 
de même, l'angle F'a'D, extérieur au triangle F'a'D', donnera 

F'a'D = F'D'a'+-D'F'a'. 



Mais 



donc 



Oa'D = i F'a'D, OD'a' = - F'D'a'; 

2 2 



D'Oa / = -D / Fa', 

2 



Du reste 

DOa' = 90 — D'Oa', 

puisque DOD' est droit. Mais nous avons trouvé 



D'Oa 1 = - D'F' a' = - KAa'; 
2 2 

or 

KAa'=i8o — K'Aa', 

et 

-KAa' = 9o — -K'Aa', 



ce qui montre que 



DOa' = - K'Aa'. 

2 



G. 
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On aura donc 

tang - KAa.tang - K'Aa' =const., 

c'est-à*dire que : 

Si, de chaque point d'une droite, on mène deux tangentes 
à un cercle, le produit des tangentes t ri gono métriques des 
demi-angles quelles font avec la droite est constant. 

Les deux angles doivent être comptés de manière que, 
quand les deux tangentes deviennent parallèles à la droite AK, 
l'un d'eux soit nul et l'autre égal à 180 degrés. 

V. PftlNCIPX DE CONTINUITÉ. 

177. Comme c'est ici la place d'un théorème sur l'involution 
dans trois coniques, nous allons énoncer dès à présent un 
principe fécond établi par M. Poncelet, et qui, non-seulement 
nous servira à démontrer le théorème dont il s'agit, mais nous 
sera souvent utile dans le courant de cet ouvrage. 

La construction d'Une figure peut présenter diverses cir- 
constances, tout aussi générales les unes que les autres. Par 
exemple, deux coniques sur un même plan peuvent avoir 
quatre points communs, deux points seulement, ou n'avoir 
aucun point commun; on voit qu'il ne faut pas confondre ces 
cas généraux avec des cas particuliers, tels que ceux des con- 
tacts entre les coniques. 

Cela posé, si l'on demande de démontrer sur une figure un 
théorème dont l'énoncé ne se rapporte pas plus à un cas gé- 
néra] qu'à un autre, le mieux serait sans doute de trouver 
une démonstration qui, elle aussi, s'appliquât indifféremment 
à tous les cas généraux. Mais quelquefois cela devient très- 
difficile, et Ton éprouve au contraire un grand avantage à pro- 
fiter des dispositions spéciales de la figure dans un des cas 
généraux; voici, d'après cela, l'énoncé du principe de con- 
tinuité : 

Si l'énoncé d'un théorème ne se rattache pas à un des cas 
généraux de la figure, la proposition qui aura été démontrée 
pour un de ces cas sera vraie aussi pour les autres* 

Maintenant, voici comment on peut concevoir la vérité de 
ce principe. 
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Imaginons, comme on peut toujours le faire, que la ques- 
tion ait été traitée par l'analyse pure; puisque l'énoncé ne se 
rattache pas à un des cas généraux, les équations, établies 
d'après l'hypothèse qui sert de base au théorème, ne s'y rat- 
tacheront pas non plus. Or ces équations, une fois posées, 
conduiront nécessairement par la seule puissance de l'analyse 
à l'équation finale qui est l'expression du théorème, et où les 
données de la question seront encore aussi générales. On peut 
donc toujours comprendre que l'on parvienne à ce théorème 
autrement que par l'artifice, qui consiste à considérer un des 
cas généraux; seulement cet artifice a l'avantage de conduire 
au résultat final en évitant une analyse toujours possible, 
mais quelquefois si pénible, qu'elle serait presque imprati- 
cable. 

178. Pour éclaircir ce qui précède, nous allons appliquer 
ce principe à un théorème dû à Sturm et qui généralise celui 
de Desargues (170) : 

Quand trois coniques passent par quatre mêmes points, une 
transversale les coupe suivant six points en involution. 

En effet, imaginons par les points À, B, C, D (fig. 55) une 
seconde conique sur laquelle la transversale détermine le seg- 
ment éd. Nous verrons, par un raisonnement déjà em- 
ployé (171), que ed est en involution avec aa' et dd'; donc 
aussi (128) ed est en involution en cd et dd'. De même une 
troisième conique, coupée parla transversale suivant un seg- 
ment ff, donnera ff en involution avec cd et dd'; par con- 
séquent ff' sera en involution avec ed et ce'. 

Il en serait de même pour toutes les coniques passant aux 
mêmes points A, B, C et D. 

Ce théorème s'étend, pour le principe de continuité, aux 
cas où deux des points communs, ou même tous les quatre, 
seraient imaginaires. Comme les coniques sont toujours réelles, 
on n'a pas à craindre que les équations de condition néces- 
saires pour exprimer que deux coniques ont quatre points 
communs présentent jamais des symboles imaginaires, si pé- 
nibles d'ailleurs qu'elles soient à obtenir. Cela tient à ce que 
les coordonnées, même imaginaires, des points communs, 
devront se disposer de manière à ne laisser dans ces équations 
que leur somme ou leur produit. 
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179. On a vu (82) que les polaire* d'un point de l'axe ra- 
dical, prises relativement à ces deux cercles, se coupent sur un 
point de cet axe. Mais, pour démontrer ce théorème, on a 
supposé que l'axe radical rencontrait les cercles en deux points 
réels; le principe de continuité fait voir qu'il en serait de 
même si ces deux points étaient imaginaires. 

180. Dans les exemples précédents, ce principe a été utile 
pour passer des points réels aux points imaginaires. 11 peut 
servir, au contraire, à passer des points imaginaires aux points 
réels; en voici un exemple : 

Deux coniques étant données sur un même plan, il existe 
généralement dans l'espace un point tel que, si l'on prend ce 
point pour sommet commun de deux cônes ayant ces coniques 
pour bases, un même plan donnera dans ces cônes des sections 
circulaires. 

En effet, un cône étant déterminé par sa base, que nous 
supposerons dans le plan des xy, et par les trois coordonnées 
de son sommet, la direction des sections circulaires est dé- 
terminée, sauf à présenter une double solution. Donc 

ax -f- by -+- cz = i , 

élant l'équation d'un plan parallèle à l'un des systèmes de ces 
sections, il existe trois relations entre les constantes de l'é- 
quation de la base, les coordonnées x' y y, z' du sommet et les 
coefficients a f b, c. 

Un second cône ayant même sommet et même direction 
de base circulaire donnera trois autres relations : il y aura 
donc six équations entre les six inconnues a, b, c et x', y', z'; 
le problème peut donc, comme nous l'avons dit, être géné- 
ralement résolu. 

Il en résulte qu'une foule de théorèmes, établis sur deux 
cercles dans un même plan, s'étendront par la perspective à 
deux coniques sur un même plan. 

Cependant, d'après les indications précédentes, il est pos- 
sible que le plan des sections circulaires ou le sommet lui- 
même du cône deviennent imaginaires, auquel cas ce que nous 
avons dit est illusoire. C'est aussi ce qui a lieu si les co- 
niques données se coupent en quatre points réels, au lieu 
d'avoir seulement deux points communs, ou même de n'avoir 



APPLICATIONS DE l'iNVOLCTION. % 

aucun point commun; cela tient à ce que deux cercles, 
n'ayant jamais quatre points réels communs, ne peuvent don- 
ner comme perspective deux coniques jouissant de cette pro- 
priété. 

Néanmoins on doit admettre, par le principe de continuité, 
que les théorèmes démontrés par la perspective sont encore 
vrais, même quand les coniques ont quatre points communs 
réels. 

181. Nous aurons souvent à appliquer ce principe dans les 
circonstances suivantes. 

On sait que le cercle engendre une conique quelconque au 
moyen 4e la perspective, mais qu'il engendre seulement une 
ellipse au moyen des projections, c'est-à-dire quand le cône 
dégénère en cylindre. Cependant, comme l'ellipse est un cas 
général des sections coniques, un théorème dont l'énoncé ne 
se rapportera pas plus à une conique qu'à un autre pourra se 
trouver démontré, au moyen des projections, sur l'équation 
générale j* = 2/fcr 4- fl.*?». Observant encore que l'analyse pure 
conduirait au même résultat, on verra que le théorème sera 
vrai, quel que soit le signe de q et pour le cas particulier de 
la parabole où q = o. 

On peut aussi passer de l'ellipse, qui a pour équation cen- 

traie — 5 —I— "^ = 1 , à l'hyperbole représentée par — — fs = * » *' 

suffit de changer 6* en — bK 

182. Cependant, il faut éviter les fausses applications que 
Ton pourrait faire de ce principe. Ainsi, on sait que ies asym- 
ptotes dans l'hyperbole et les diamètres conjugués égaux dans 

l'ellipse sont représentés par les équations/ =± -.#. 

Or, comme les parallélogrammes construits sur un système 
de diamètres conjugués dans l'hyperbole ont leurs sommets 
sur les asymptotes, on pourrait croire qu'il en serait de même 
pour les diamètres égaux de l'ellipse; cependant il n'en est 
rien. Cela tient à ce que, si Ton change b* en — b 2 , les équations 

des asymptotes deviennent y = ± - x V — t J .donc l'analogie 

a 

avec les diamètres égaux était illusoire. 
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CENTRES DE SIMILITUDE OU D'HOMOTHÉTIE. 



I. — Définitions. 

183. Une figure peut toujours être considérée comme for- 
mée par des rayons vecteurs menés à chacun de ses points, 
par un point fixe quelconque. 

Sur chacune de ces directions, si l'on prend un rayon vec- 
teur qui soit au premier dans un rapport constant, on forme 
ainsi une figure homothétique de la première. 

Ce rapport constant s'appelle rapport de similitude, et le 
point fixe, centre de similitude. 

Une figure est semblable à une autre quand on peut la faire 
coïncider avec une troisième figure homothétique à la pre- 
mière. 

184. Pour retrouver la définition de la géométrie élémen- 
taire, il suffit de faire voir que deux polygones homothétiques 
ont les angles égaux et les côtés proportionnels : soient donc 
(jig. 6i) abcafiy, a' b' d a' fi' y' deux polygones homothétiques 
ayant pour centre de similitude, les triangles Oab et Oa! b' , 
Obc et Ob' c', etc., qui sont semblables deux à deux comme 
ayant des angles communs compris entre côtés proportionnels, 
montrent que ab est parallèle à a'b',bck b' c', et ainsi de suite ; 
donc l'angle abc = a'b'c , 9 et les autres angles sont égaux de 
part et d'autre. 

Les mêmes triangles montrent que le rapport de similitude 

_ 06 _ ab __ bc 
r ^Ob , ~a'b'~b'c'' 

d'où résulte que les côtés homologues sont entre eux dans le 
rapport constant de similitude. 
Cela fait voir aussi que deux figures peuvent être homothé- 
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tiques dans une infinité de positions différentes. En d'autres 
termes, étant donnée une figure quelconque et son rapport 
de similitude avec une autre qui doit lui être homothétique, 
si l'on prend pour centre de similitude un point placé arbi- 
trairement par rapport à la première figure, il sera toujours 
facile de construire la seconde dans cette position. 

185. Supposons que deux angles égaux de ces figures coïn- 
cident, ce qui fait que le sommet devenu commun est le 
centre de similitude, nous allons en conclure, dans un poly- 
gone de n côtés, le nombre de conditions nécessaires pour la 
similitude. 

Imaginons donc que le polygone y' a'b' c f . . . se déplace jus- 
qu'à ce que le sommet a' vienne en a, et que la direction a! y' 
se confonde avec ay; les polygones étant homothétiques par 
hypothèse, a! b f prendra la direction de ab, de' celle de ac y et 
ainsi de suite. On aura donc, à partir du centre a de similitude, 
la suite de rapports égaux 

ab n dc ay 

ab' ad "" ay 1 + 

Mais les sommets du polygone (a étant mis à part), c'est-à- 
dire b, c, . . . , y , sont en nombre n . — i , donc ces rapports, qui 
sont aussi en nombre n — i, sont réunis par n — 2 équations 
de condition. 

Du reste, on a toujours pu poser la direction qui donne / sur 
celle qui donne y parmi ces n — 1 sommets; mais les coïnci- 
dences des n — 2 autres directions forment encore n — 2 con- 
ditions de similitude ; en tout in- — 4- 

Si de plus on donne le rapport r de similitude, cela fait en- 
core une condition, et il reste in — 3 conditions à satisfaire. 
Si r — 1, les polygones sont égaux; il y a donc 2/1 — 3 con- 
ditions d'égalité. 

IL — r- Tangentes homologues bans les figures homothétiques. 

186. Une courbe peut toujours être considérée comme un 
polygone infinitésimal; donc les directions <xc , ai c' (fig. 61) 
représenteront celles de deux tangentes à des points homo- 
logues. Par conséquent, dans deux courbes homothétiques, les 
tangentes en des points homologues sont parallèles. 
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187. Cependant, il peut arriver que deux tangentes en des 
points homologues coïncident au lieu d'être parallèles. Ainsi, 
imaginons que les directions ay et a'/ se réunissent avec 
les deux directions Oa'a et Oy/, on voit que les deux tan- 
gentes a y et a' y' passeront au centre O de similitude. 

S'il ne s'agissait que de polygones, cela serait un cas parti- 
culier; mais, relativement à deux courbes homothétiques, il 
n'en est plus de même, car le cas où, d'un point donné O, on 
peut mener une tangente ay à une courbe donnée est aussi 
général que celui où cette tangente est imaginaire. On a donc 
ce théorème : les tangentes communes à deux courbes homo- 
thétiques passent par le centre de similitude. 

III. — Centres directs et inverses de similitude. 

188. Deux polygones ou deux courbes homothétiques ayant 
des centres de figure , ont un second centre de similitude 

On sait qu'on appelle centre d'une figure un point tel, que 
toute droite, rfbmmée diamètre, qui y passe et se termine de 
part et d'autre à la figure, se trouve à ce point divisée en deux 
parties égales. Ainsi, soit C le centre du polygone abca.*., 
on a, par exemple, aC = Ca, bC = C(3, ce qui montre que les 
triangles aCb, aC(3 sont égaux, et que ab,afi sont égaux et 
parallèles. Par conséquent, dans un polygone à centre les côtés 
sont deux à deux égaux et parallèles. 

Il en résulte que, dans une courbe à centre, les tangentes 
menées aux extrémités d'un diamètre sont parallèles, 

Une figure abc a... ayant un centre C, il est évident que 
toute figure a'b'c'a, homothétique à la première, aura aussi 
un centre €'; on verra aussi facilement que C et C 7 sont 
en ligne droite avec le centre de similitude 0, et que toute 
ligne droite, telle que a<x de l'une des figures, a dans l'autre 
figure une homologue telle que a' a', parallèle et dans le rap- 
port de similitude. 

Cela posé, soit 0' le point où a a! coupe la droite OCC', les 

O'C 

triangles aCO', a'C'O' montrent que -r^jq = r, en indiquant 

par rie rapport de similitude; par conséquent les -droi tes ieltas 
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que 6(3', cy'y. . ., couperont aussi CC au même point. Ainsi, 
tandis que le point est le centre direct ou externe de simi- 
litude, le point 0', centre inverse ou interne de similitude, 
ne se trouve que dans les figures homothétiques douées de 
centre. 

189. On reconnaît, d'après ce qui précède, que les deux 
centres de figure et les deux centres de similitude sont sur 
une même ligne droite. On a vu aussi que les deux centres de 
similitude donnaient le même rapport r. On aura donc 

_ OC _ O'C 
r ~~OC'~~CO'' 

ce qui montre que les centres de similitude divisent harmo- 
niquement la droite des centres de figure. 

190. Théorèmes sur trois figures homothétiques. 

i° Les centres externes de similitude sont en ligne droite; 

2° Et, s'il y a des centres défigure, deux des centres m- 
ternes de similitude sont en ligne droite avec le troisième 
externe {fig* 62). 

Soient a a. . ., a' a'. . . ,a"a". . . trois figures homothétiques, 
C, C, C" trois points homologues, et X, V, X" trois longueurs 
sur ces figures, qui ont E, E', E" pour centres externes, et I, 
F, I" pour centres internes de similitude. Menons CK paral- 
lèle à C'C", qui passera au point E, puisque C et C" sont ho- 
mologues, et soit K le point où CK coupe EE"; les triangles 
semblables EC'E", KCE" donnent 

CE V 
CK"~ 1* 

Soit E, le point où C'C coupe EE", on a 

CK _ CE t 

"CE - CE," 

Multipliant ces proportions, on obtient 

CJ2__X' CE, 

CE - X' CE,' 
Mais aussi 

C'E_ X' 

C"E~~X"' 
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il reste donc 






X' X' CE, 
X"~~ X 'CE,' 



ou bien 

X CE, 



r — ce, 



• 



C'est précisément le rapport qu'on doit avoir pour le point E' : 
donc E, coïncide avec E'. 

On démontrera de même la seconde partie de la proposition, 
pourvu qu'on admette que les points C, C, C" soient les cen- 
tres de figures des trois courbes, parce que les droites qui 
joignent ces centres de figure passent par les centres internes 
de similitude. 

On comprend qu'il ne s'agit pas seulement ici de polygones, 
mais de figures homothétiques quelconques, et notamment de 
trois cercles sur un plan. 

IV. — Centres de similitude de deux cercles. 

191. Il est clair que deux cercles sont toujours deux figures 
homothétiques; soient O et (y leurs centres (Jig. 63). Pour 
trouver leurs centres de similitude, menons deux rayons pa- 
rallèles aOb, a'0'6'; si nous joignons deux rayons comptés 
dans le même sens, la droite aa' coupera la ligne des centres 
au point S de similitude externe, ainsi que bb*. 

De même ab' et a'b passeront au centre S' de similitude in- 
terne. 

En effet, les triangles semblables Oa'S, O'a'S donnent 



d'où 



de même 

OS ~ R 



os 

O'S 


R 

-F' 


00' 

O'S - 


R-R' 
" R' ' 


00' 


R — R' 
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Ainsi le point S est constant, et les mêmes triangles donnent 

Sa R 
Sa """R'' 

ce qui caractérise un centre d'homothétie. 
De même, 

°' s -- 00 '-RT^' os ' = 0(y KTÏÏ> 

et S' est le second centre de similitude. 

192. On retrouve ici le problème connu des tangentes com* 
munes à deux courbes; deux d'entre elles ou même toutes 
les quatre pourraient être imaginaires, mais les centres de si- 
militude n'en seraient pas moins réels, d'après la construction 
précédente. 

Si les circonférences sont égales, le centre externe est à 
l'infini, et le centre interne au milieu de la ligne 00'; du reste, 
cela résulte des formules précédentes. 

Si les circonférences sont tangentes, le point de contact est 
un centre interne quand les cercles sont extérieurs, et externe 
quand ils sont intérieurs. 

193. Toute droite passant par un centre de similitude coupe 
les circonférences sous les mêmes angles y c'est-à-dire que 

SaO = Sa'0', SaO = S<z'0'; 

cela est évident d'après la définition des figures homothéti- 
ques; mais aussi les triangles Oaa, 0' a'a 1 étant isocèles, tous 
leurs angles aigus sont égaux. 

194. Par conséquent les droites Oa, OV étant prolongées, 
concourent au centre C d*un centre tangent en a et a' aux 
cercles donnés. 

En effet, les angles aigus en a et a' étant égaux, le triangle 
Caa' est isocèle et semblable aux triangles Oaa, 0' a' a'. 

195. Aux points a et a menons à la circonférence des 
tangentes qui concourent en M; de même, aux points a' et a' 
menons à la circonférence 0' des tangentes qui concourent 
en M', ces seconde^ tangentes seront respectivement parallèles 
aux premières. 
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En effet, a M et a* M' sonl parallèles comme perpendiculaires 
à deux droites parallèles Oa et O'a'; de même a M et a' M' se- 
ront parallèles. 

Ainsi les triangles isocèles «Ma, a'M'a' sont semblables 
entre eux; de même le triangle SMV est semblable àSMa; il 
en résulte que SM et SM' sont dans le rapport de similitude. 
Par conséquent aussi ces deux points M et M r sont en ligne 
droite avec un centre de similitude. Donc, enfin» ces points M 
et M r sont homologues. 

196. La ligne des centres coupe les circonférences en quatre 
points d et ô, d' et à', qui sont en involution avec les centres 
de similitude. 

En effet, 



d'où 



de même 



d'où 



Sd R 

Sd' ~ R' ' 


Sd R 

Sô' — R' * 


Srf.SÔ 
Sd'.SÔ' 


R* 


S'rf.S'<3 

S'd'.S'i 


\ R' 


Sd.Sd 
Sd'.S<3'~~ 


S'd.&d 

s' «/'.s'a 1 ' 



ce qui démontre la proposition ( 127 ), si Ton observe que, 
dans tous les cas possibles, les deux nombres de cette égalité 
sont de même signe. 

197. Toutes les propriétés démontrées sur la fig. 63 s'ap- 
pliquent, en effet, à toutes les positions relatives de deux 
cercles. Sur cette figure même il faut appliquer au point S' 
tout ce qu'on dit sur le point S: enfin, il faut imaginer d O* 
et aO prolongés jusqu'à leur rencontre, qui serait, comme le 
point C, le centre d'un cercle tangent aux cercles O et O' en 
deux points d et «; seulement ce nouveau cercle embrasserait 
les cercles donnés. 

Une droite passant en S' donne deux cercles analogues à 
M et M'; chacun a, avec O et O', un contact intérieur d'un 
côté, extérieur de l'autre. 
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198. Considérons une sécante quelconque partant de l'un 
des centres de similitude des deux cercles qu'elle coupe, nous 
savons qu'on appelle homologues ceux des points d'intersec- 
tion avec chaque cercle, dont les distances au centre de simi- 
litude sont entre elles dans le rapport de similitude, c'est-à- 
dire dans celui des rayons des cercles ; les autres s'appellent 
anti-homologues. 

Ainsi {Jig. 63 et 64), a et a! 9 a et a! sont des points homo- 
logues; a' et a, a et a' sont des points anti-homologues : ob- 
servons cependant qu'il y a des points anti-homologues inté- 
rieurs et d'autres extérieurs. 

Considérons, par exemple (,/*#. 64), les points anti-homo- 
logues intérieurs a et a', (3 et b'; on sait que 

$d__ R\ 
Sa "" R ' 
mais 

S«.Sa = SO'— R 2 (69), 
donc 

h a . b<X = X rr • 

R 

Par conséquent 

Stf\Sa=:S&'.SP; 

«/ /ÇA Pa\ 

on trouvera la même expression — - — 5 -> pour 

R 

S«'.Sa = S(3'.S6, 

relativement aux points extérieurs. 

199. Une de ces égalités, telle que S a. Sa' = S (3. S fr' [Jig. 64 ) 
fait voir, d'après un théorème élémentaire, que quatre points 
anti-homologues sont sur une même circonférence. On voit 
même, d'après ce qui précède, que deux de ces points peuvent 
être intérieurs et les deux autres extérieurs, puisque l'on aura 
les égalités 

Sa'.Sa = Sp'.S6, et S6'.S(3 = S«'.Sa. 
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V. — Propriétés relatives a l'axe radical. 

200. Par conséquent, soil A le point de concours des droites 
qui réunissent cl et (3, a 1 et b 1 ; puisque ces quatre points sont 
sur une même circonférence, on aura 

ka.k$z=zka\kb'> 

il en résulte que ce point À a la même puissance relativement 
aux circonférences et 0'; ainsi deux cordes anti-homolo- 
gues se coupent sur F axe radical {fig* 64). 

De même ab et a'fi', ba et fi' a', a fi eta'b' se coupent deux 
à deux sur l'axe radical* 

Si les rayons Sa, S b se rapprochent indéfiniment, les cordes 
anti-homologues afi et a'b' deviennent infiniment petites : 
donc, les tangentes en deux points anti- homologues se cou- 
pent sur Taxe radical. . 

201. Soient t et V les points de contact d'une tangente com- 
mune passant en S, et B le point où elle est coupée par Taxe 
radical : ce point ayant même puissance par rapport aux deux 
cercles, les distances Bf et Bf sont égales, c'est-à-dire que 

Y axe radical passe au milieu de la distance des points de 
contact. De plus, comme les polaires du point S, relativemeni 
aux deux cercles, sont les perpendiculaires menées de t et de 

V sur 00', on voit que Vaxe radical est à égale distance des 
polaires au centre de similitude. On ferait le même raisonne- 
ment pour l'autre centre de similitude S'. 

Ce théorème s'étendrait par le principe de continuité aux 
cas où deux ou quatre tangentes communes sont imaginaires. 

202. D'un point de l'axe radical de deux cercles, si l'on 
mène deux transversales passant respectivement par les pôles 
de cet axe dans les deux cercles, les droites qui joignent les 
points où ces transversales coupent les circonférences passent 
à un centre de similitude {fig. 65). 

Soit p le pôle de l'axe radical ÀP relativement au cercle 0, 
et/?' ce pôle relativement au cercle 0', on aura, puisque AP 
est la polaire de p, 

mk nk ,, , mk mk.nk 

=■ 1 a ou ■ ■■ = — ■ >• 

mp np — mp.np 
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Soient a et b les extrémités du diamètre situé sur la ligne 
xles centres, cela revient à 







■ 7 
mk 




km 


.kn 






mp 




pa. 


pb 


De m 


ême 






km 1 






m'A 


.An' 






m' p 




p'a' 


:P 'b' 


donc, 


comme 











Am.A/t = Am'.An', 
puisque A est sur Taxe radical, il reste 

mk : m'k = ± /fïTjPT' 
mp # m' p y pa.pb 

Soit S le point où m' m coupe 00', le triangle kpp f donne 
avec cette transversale (2) 

pm*km'.p , S=pS.p , m! .km, 
égalité d'où Ton tire 

S/?' km.p'm' m A m' A 

Sp km! \pm ~~ mp ' m'p' ' 

et Ton a enfin 



%p V pa.pb 



quantité constante. 

Il y a donc deux positions du point S ; mais il reste à prouver 
que ce sont les centres de similitude. 

Du point P, pied de Taxe radical sur 00', si Ton mène des 
tangentes aux cercles, on aura ainsi les polaires hp, h' p f de 
Taxe radical dans ces deux cercles : or, ces polaires peuvent 
être considérées comme des cas particuliers des sécantes indi- 
quées ; il suffit de supposer le point A à l'infini sur Taxe radi- 
cal. Mais les tangentes en A et A' concourent en P sur cet axe; 
donc (200), ces points h et h! sont anti-homologues, et le 
point S, où hh! concourt avec mm! et nn', est un centre de 
similitude. 

■7 
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Tout ce qui précède s'appliquerait aussi au point S'. 

203. Les pôles de Taxe radical, relativement à chaque cer- 
cle, divisent harmoniquement la distance des centres de simi- 
litude. 

En effet, considérons le quadrilatère mm'nn 1 ; les droites 
m' met n' n se coupent en S, et les droites m' net n'men S', 
d'après le numéro précédent. Tout se ramène donc aux théo- 
rèmes connus du second chapitre sur le quadrilatère complet. 
. 204- . Soit A {fig. 66) un point de Taxe radical AP de deux 
cercles et 0', où concourent les tangentes en deux points 
anti-homologues n et ni ( 300 ). 

On a trouvé (173) 

tang jSOm.tangjSO« = g-- 

Mais 

SOm = SO'm'=/w'AP, 

ces deux derniers angles ayant leurs côtés perpendiculaires; 
ensuite 

tang \ SOw = cbt { O'O/t, 
et d'ailleurs 

0'0/i = /iAP. 
Il reste donc 

tangjm'AP _S6:lSy 

tang \ /iAP ~" Sa ~ Sd # 

205. Voici un théorème proposé au concours général. de 
mathématiques élémentaires en i85i : nous donnons la dé- 
monstration du premier prix (fig* 67). 

Étant donnés deux cercles O et O', si d'un point a' de l'un 
on mène aux centres de similitude S et S' des droites qui cou- 
pent l'autre circonférence aux points a et a, b et (3 ; i° la droite. 
a(3 passe par le centre O ; 2 la droite ab coupe la ligne des 
centres en un point constant p. 

i° O a et 0(3 sont parallèles à Oot par la similitude directe 
et inverse ; donc la ligne ctOfi est droite. 

a° Soient les droites a A, a' A tangentes aux cercles et a'C 
tangente en a' jusqu'à la rencontre de ko! en C, je dis que 
les triangles aka!, a'Ca' sont semblables. En effet, les angles 
en a!* sont opposés au sommet et de plus a A et a'C sont 
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parallèles comme perpendiculaires aux rayons hontologues 
Oa,C«\ Mais le triangle a'Ca! est isocèle, puisque Ca' et 
Ca' sont les tangentes au même cercle, donc aussi Aa = Aa' 
et le point À est sur Taxe radical. 

Soit Ai le point où se coupent les tangentes en 6 et en a', et 
menons en 6' la tangente qui rencontre au point B la tangente 
en a' : les triangles 6 AI a', <x'B 6' sont semblables comme ayant 
les angles en a' égaux parce qu'ils sont opposés au sommet* 
et ayant aussi 6 A, et b' B parallèles comme perpendiculaires à 
des rayons 06, 06' qui sont homologues, parce que 66 ; passe 
en S'. Mais Ba' = B6' ; donc aussi A, 6 = A, a*, et le point A É 
est encore sur Taxe radical : or, ces deux points A et A t sont à 
la fois sur Taxe radical et sur la tangente en a!, donc ils coïû- 
cident. 

Par conséquent Taxe radical est le lieu des pôles des droites 
telles que ab : donc ces droites doivent passer par le pôle p de 
Taxe radical relativement à la circonférence 0. 

VI.— Supplément a la théorie des polaires ( Foy. Chap. III). 

206. Droites et points conjugués. 

On appelle points conjugués par rapport au cercle deux 
points tels, que la polaire de l'un passe par l'autre : cette pro- 
priété est évidemment réciproque. 

On voit que deux points conjugués sont conjugués harmo- 
niques relativement aux deux poinls d'intersection (réels ou 
imaginaires ) de la circonférence par la droite sur laquelle sont 
pris ces deux points. 

De même, on dit que deux droites sont conjuguées relative- 
ment à un cercle quand le pôle de Tune se trouve sur l'autre* 
Donc, d'après la définition du faisceau harmonique et lçs théo- 
rèmes sur les polaires (61 et suiv.), deux droites conjuguées 
entre elles sont conjuguées harmoniques relativement aux 
deux langentes au cercle (réelles ou imaginaires) menées par 
leur point de concours. 

207. Deux points conjugués a et d étant conjugués harmo- 
niques par rapport aux deux points A et A' où la droite aa! 
coupe la circonférence, soit Ole milieu de AB, on aura (26) 

OÂ a = 0«.Oa'. 
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Soient b et b' 9 c et d deux autres couples de points conju- 
gués, on aura encore les égalités OA = Ob. Oft' = Oc . Oc'; 
par conséquent trois couples de points conjugués, pris sur une 
même droite, forment une involution de six points dont les 
points doubles sont les deux points <T intersection du cercle par 
la droite. 

208. Quatre points en ligne droite ont leur rapport anhar- 
monique égal à celui de leurs polaires. 

En effet, quatre points a, ft, c, d ont leur rapport anharmo- 
nique égal à celui de leurs conjugués d', b r , <f,d', car ces points 
forment deux divisions homographiques, puisqu'ils constituent 
une involution (207). Or ces points conjugués spnt sur les 
polaires des quatre points a, b, c, d, d'après la définition même 
des points conjugués ; et ces polaires passent par un même 
point, puisque a, 6, c, d sont sur une même ligne droite. Par 
conséquent le rapport anharmonique de ces points a' f b' , d, d 1 
çst à la fois égal à celui des points a, b, c, d et à celui de 
leurs polaires : donc ces derniers sont égaux. 

209. On en conclut que trois couples de droites conjuguées, 
menées par un même point , forment un faisceau de six droites 
en involution, dont les deux rayons doubles sont les tangentes 
au cercle, menées par ce point. Ce théorème inverse du n° 207 
tient à ce que les points conjugués a, b, c, d et a', 6', d, d' 
étant sur la même droite, les faisceaux de leurs polaires pas- 
sent en un même point. 

210. Quadrilatère circonscrit au cercle. — Revenons au n° 174 
et à la^/îg-. 58 qui s'y rapporte. 

Un quadrilatère étant circonscrit à un cercle, les diago- 
nales qui joignent les sommets opposés concourent au même 
point que les droites qui joignent les points opposés de con- 
tact. 

m 

Nous transcrivons ici l'énoncé de' ce théorème, mais la dé- 
monstration en ayant été donnée (174), nous ne la répéterons 
pas. Seulement, comme rien n'exige que le quadrilatère en 
question sQit convexe, les quatre tangentes aux points i, i', g, 
g' (fîg* 58) formeront trois quadrilatères différents suivant 
que l'on considérera une d'elles comme opposée à chacune 
des trois autres. 



4' 
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Nous avons déjà considéré comme opposées (174) les tan- 
gentes en i et en i v , en g et en gf, ce qui a donné le point P où 
concourent»' etgg', point correspondant au quadrilatère ourfad* 

Considérons ensuite la tangente en i comme opposée ;à\h" 
tangente en g' : les droites ig' f i 7 g" donnent H pour point de 4 
concours, et les tangentes opposées a' A et Oa, Oa' et A a 
forment le quadrilatère a! AaO dont les diagonales OA et aa! 
passent aussi en H. 

Enfin la tangente en i étant opposée à fa tangente en g, les 
droites ig, V g' donnent le point de concours K, en dehors des 
limites de la figure. Alors les tangentes opposées a' A et Oa» 
Aaet Oa' forment le quadrilatère Oa'aA dont les diagonales 
OA et a'a passent en R. 

211. Dans un quadrilatère circonscrit à un cercle, le point 
de rencontre des deux diagonales est le pôle de la droite qui 
joint le point de concours des côtés opposés. 

On a vu, dans le courant de la démonstration du théorème 
précédent (174), que P était le p§Ie de la droite AO qui réunit 
les points de concours A et des côtés opposés a' a! et aa,aa r 
et <xoc r du quadrilatère aa'aof. 

De même H sera le pôle de la droite aa!, et K celui de la 
droite a! a. 

212. Quand un quadrilatère est circonscrit à un cercle, les 
deux diagonales et la droite qui joint les points de concours 
des côtés opposés forment un triangle dont chaque sommet 
a pour polaire le côté opposé {fig. 58). 

En effet, relativement au quadrilatère aa'â'a qui a pour 
diagonales iï% gg' et dans lequel la droite AO réunit les points 
de concours des côtés opposés, on a vu (174) que A était le 
pôle de U* et O celui de gg'; par suite P est aussi le pôle de 
AO, ce qui démontre le théorème. 

Il en serait de même pour les autres quadrilatères. Il suit de 
là que les deux diagonales sont deux droites conjuguées par 
rapport au cercle (206). 

213. Quadrilatère inscrit aa cercle. 

Quand un quadrilatère est inscrit au cercle, les points de 
concours des tangentes en ses sommets opposés, et les points de 
concours de ses côtés opposés, sont quatre points en ligne droite 
{fig. 58). 
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En effet, on a vu, à la fin du n° 210, que la droite OÀ qui 
réunit les points de concours des tangentes aux points g et g', 
i et ï et qui passa déjà (174) au point H où concourent les 
côtés opposés ig' et if g, passe aussi au point K où se joignent 
les autres côtés opposés ig et g' ï. 

De même pour les autres combinaisons de sommets opposés, 
les points a, P, ai ', H sont en ligne droite, ainsi que les points 
a', P, a, K. 

214. Dans un quadrilatère inscrit au cercle, te point de 
concours des deux diagonales est le pôle ae la droite qui 
joint les points de concours des côtés opposés (Jîg. 58). 

Nous avons vu (174), relativement au quadrilatère circon- 
scrit <*<*' a'a, que le point P où concourent les lignes ii\ gg' qui 
joignent les points de contact des côtés opposés, est le pôle de 
la droite ÀO, qui réunit les points de concours de ces côtés 
opposés. Mais nous savons aussi (213) que cette droite AO 
coïncide avec HK, c'est-à-dire avec la droite qui réunit les 
points de concours des côtés opposés dans le quadrilatère in- fc 
scrit dont ï et /', gel g* sont les sommets opposés. De même H 
est le pôle de PK et K celui de HP. 

215. Quand un quadrilatère est inscrit au cercle , le point 
de rencontre des deux diagonales et les points de concours des 
côtés opposés sont trois points dont chacun a pour polaire la 
droite qui joint les deux autres [fig. 58). 

Dans le triangle HPK nous venons déjà de constater que P, 
où concourent les diagonales du quadrilatère dont ï et *', g et 
g f sont les sommets opposés, est le pôle de la droite HK : mais 
nous avons vu aussi (211) que H était le pôle de and et K 
celui de ai a. Or nous avons démontré (213) que <za' coïncide 
avec PK et a' a avec PH, donc le théorème est démontré pour 
le triangle PHK qui est le même pour les trois combinaisons 
de sommets opposés. 

II résulte de là que les points de concours des côtés opposés 
d'un quadrilatère inscrit sont deux points conjugués par rap- 
port au cercle (206). 

216. Enfin il est évident parla perspective, que tout ce qui 
a été démontré pour le cercle, dans ce § VI, s'applique aussi 
à une conique quelconque. 
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VIL — - Quadrilatère circonscrit a deux cercles. 

217. La circonférence qui a pour diamètre la distance des 
centres de deux cercles passe par les sommets 4** quadrila- 
tère circonscrit à ces cercles. 

Soient c etC les centres de ces deux cercles, S et S' leurs 
centres de similitude, i, g, h, k les sommets du quadrilatère, 
circonscrit; la droite ch est bissectrice de l'angle SAS' et CA 
est bissectrice du supplément de cet angle; donc l'angle cAC 
est droit, et la circonférence qui a Ç c pour diamètre passe en A ; 
il en sera de même pour les autres sommets, 

218. Chacune des droites qui joignent f perpendiculairement 
à la ligne des centres, les sommets du quadrilatère circonscrit 
à deux cercles, est la polaire, dans ces deux cercles^ du pied 
de Vautre droite sur la ligne des centres {fig* 68). 

Comme rien n'exige que le quadrilatère circonscrit. igk h 
soit considéré comme convexe, on peut prendre hg et ik 9 hk 
et ig pour les côtéfe opposés ; alors ih et g* k, perpendicu- 
laires à cC aux points e et/, sont les diagonales de ce quadrila- 
tère. Cela posé, appliquons le théorème du n Q 212 ; on voit que 
la droite qui joint les points de concours S et S' des sommets 
opposés forme avec les diagonales un triangle, dont ef est 
un côté, le sommet opposé à ef étant à l'infini, puisque ih 
et gk sont parallèles. Alors, d'après le théorème indiqué, 
l'un des autres sommets, tel que e, sera la polaire du côté 
oppose dont la direction est fk. Mais il faut bien observer 
que fk est la polaire de e relativement aux deux cercles a 
et C, puisque le quadrilatère est également circonscrit a cha- 
cun de ces deux cercles. De même eh est la polaire de /par 
rapport aux deux cercles. 

219. Puisque ih qui coupe Ce en e est polaire de/ relative- 
ment au cercle C, les points e, /divisent harmoniquemçnt le 
diamètre de C; on verrait de même qu'ils divisent harmoni- 
quement le diamètre de c. Par conséquent, ces points e, f 
(fig*Ç&) sont les mêmes que les points indiqués aussi par e, f 
(Jig. 35 ) dans le n° 84. Donc, ici encore, le pied de l'axe radi- 
cal est au milieu de la distance de ces deux points. 
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CHAPITRE IX. 



I CONTACTS D'UN CERCLE AVEC TROIS AUTRES. 



I. — Théorèmes sur trois cercles, 

220. Quand trois cercles ont le même axe radical, les po- 
laires d'un point quelconque, prises relativement à ces trois 
cercles, passent par un même point. 

Soient A, B, C ces trois cercles, etP le point donné; soit P' 
le point où concourent les polaires P'a, P'|3 de P relativement 
à A et à B, je dis que la polaire de P, relativement à C, pas- 
sera aussi en P'. 

En effet, joignons PP' qui coupe Taxe radical commun «n 0, 
et les cercles en a et en a\ b et 6', c et c*. Nous savons {136) 
que les six points pris sur les circonférences font une involu- 
tion dont O est le point central. Mais, d'après la définition 
même des polaires (52), les points P et P' sont harmoniques 
conjugués relativement à a et a!, ainsi qu'à b et b'. Par con- 
séquent P et P' sont les points doubles de rinvolution(146). 
Donc ces points doubles divisent aussi harmoniquement la 
distance ce'; d'où il résulte que la polaire de P, relativement 
à C, passera aussi en P'. 

On sait (146) que les points doubles sont à égale distance du 
point central, c'est-à-dire que P0 = 0P' : donc aussi les dis- 
tances de ces points P et P' à l'axe sont égales et de côté 
opposé. 

On conclut de cette symétrie que, réciproquement, les po- 
laires du point P' relativement aux trois cercles passeraient 
en P. 

221. Quand un cercle est tangent à deux autres , les points de 
contact sont en ligne droite avec l'un des centres de similitude 
de ceux-ci. 

Ce théorème a déjà été implicitement démontré (194) sur 
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la fig* 63, où Ton voit que, la droite a a! passant en S, Oa et 
OV concourent au centre d'un cercle tangent à et à 0'. 

Réciproquement (^g*. 69) la droite MN' qui réunit les con- 
tacts de C avec et 0' passe à un centre S de similitude de 
et de 0', On voit niême que ces points de contact a et <x? [fig. 63), 
ou M et N' {Jig. 69), sont anti- homologues. 

222. Théorème de Camchjr [fig. 69). — Soit À un point quel- 
conque de la circonférence C, tangente en M et N' aux cercles 
etO'; menotis AM qui coupe encore la circonférence 
en T, et AN' qui coupe encore la circonférence 0' en T'; enfin, 
menons à 0', par le point T', une tangente jusqu'à la rencontre 
de AM en R. Si nous indiquons par t et /' les longueurs des 
tangentes menées du point A aux cercles et 0', nous aurons 

/^ = AR 
V ~ AT' 

Pour le démontrer, rappelons-nous que» si deux cercles sont 
tangents, le point de contact est un centre de similitude (192). 
Par conséquent, le triangle AMN' sera semblable d'un côté 
à MTN, et de l'autre à M'T'N'. Cela posé, l'angle inscrit M' est 
égal à l'angle AT'R formé par une corde et une tangente, et 
comme cet angle M' est aussi égal, comme on vient de le voir, 
à l'angle AMN', les triangles AMN', AT'R sont semblables, ce 
qui donne 

AT' AR 

ttï=tw> ou bien AN'.AT'= AM.AR. 

A M AN' 

Maintenant nous avons évidemment 

*' = AM.AT, /" = AN'.AT' = AM.AR, 

ce qui démontre le théorème. 

Corollaire. — Si le point A est sur Taxe radical des cercles O 
et 0', on a *' = t ; donc AR = AT. 

Pour voir comment cette circonstance peut se présenter, 
observons que, même sans cette supposition particulière, la 
tangente en T est parallèle à la tangente en T', car les rayons 
OM et CM' étant homologues, ainsi que les droites MT et M'T', 
les rayons OT, O'T' sont aussi homologues, et par conséquent 
parallèles. Donc les tangentes T'R, TR' sont parallèles. 
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On en conclut que, si AR = AT, ces droites TR, TR' se con- 
fondent en une tangente commune aux deux cercles O et 0'. 

223. Quand un cercle est tangent à deux autres, les tangentes 
aux points de contact se coupent sur taxe radical de ceux-ci. 

En effet, on a vu (221 ) que ces points de contact sont anti- 
homologues: le théorème est donc démontré d'avance (200). 
Ainsi (jig. 70) le point B ou se coupent les tangentes com- 
munes aux points M et N' est sur l'axe radical P de et 0'. 

224*. Soient C et C, deux cercles dont chacun soit à la fois 
tangent à et O', ils ont pour axe radical une droite qui passe 
en un centre de similitude de et O'. Ainsi \fig. 70) l'axe 
radical L de C et C, passe en S. 

Pour le démontrer, il suffit de rappeler que 

SM.SN' = SM,.SN' â (199). 

Donc le point S ayant la même puissance par rapport aux cer-, 
clés C et Ci est sur leur axe radical. 

225. Deux cordes anti- homologues de contact commun 
coupent Vaxe radical de O et 0', en un centre de similitude de C 
et Ci (Jig. 70). Ainsi MM, et N'N', se coupent en un point D 
qui est sur l'axe radical P et qui est un centre de similitude 
de C et C,. 

La première partie de ce théorème est déjà démontrée (200), 
et la seconde partie semble aussi facile, car la corde des points 
de contact M et M, d'un même cercle O avec deux cercles C 
et C, passe à un centre de similitude de ces deux cercles (221): 
il en serait de même pour N'N',. 

Mais on pourrait supposer que MM* passe par l'un des cen- 
tres de similitude de C et C, et N'N', par l'autre, de sorte que 
le point de concours de ces droites ne serait pas un centre de 
similitude. II faut donc montrer qu'il s'agit du mêirfe point 
MM, et N' N', . 

Considérons l'ensemble des trois cercles O, O' et C, où Ton 
sait que les points de contact M et N' sont des centres de si- 
militude (192), et supposons, pour fixer les idées, quelle 
point S qui est en ligne droite (221) avec N* et M soit un cen- 
tre de similitude externe : alors M et N' seront nécessaire- 
ment (190) deux centres de similitude de même nature. 11 en 
sera de même, pour les points Mi et N,. 
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Donc chacune des droites MM», N'N', joint deux centres de 
similitude tels, que, si M et M, sont de même nature au de 
nature différente, il en est. de même pour les points N' et N',. 
Or, dans ces conditions, si Ton essaye les quatre combinaisons 
possibles (190) des centres directs et inverses», on trouvera 
toujours que celui des centres de similitude qui est à la fois 
sur les deux droites est de même nature, et par conséquent le 
même» 

On ferait le même raisonnement si les droites des points de 
contact passaient par un centre de similitude interne. Ainsi, 
dans tous, les cas, le point de concours D est sur l'axe radical 
de et (y, et est un centre de similitude de C et C 

226. D'après ce que nous avons tu (223), on comprend 
que tes tangentes communes en M et M, se coupent sur la 
droite LS, axe radical de C et C, (224). Mais ce point d'inter- 
section G est le pôle de MM, relativement au cercle : donc, 
comme les polaires des différents points d'une droite passent 
par le pôle de cette droite, MM, passera par le pôle H de LS, 
relativement àT). 

De même N'N', passera par le pôle H' de LS, relativement 
à 0'. Enfin la construction des pôles H et H' fera facilement 
reconnaître qu'ils sont en ligne droite avec S (194). 

227. Une droite quelconque LS, dès qu'elle passe à u A cen- 
tre de similitude S de deux cercles et 0', pouvant tou- 
jours être considérée comme l'axe radical d'une infinité de 
cercles, tels que G et C,, tangents aux cercles donnés (224), on 
pourra toujours, d'après ce qui précède, déterminer de la ma- 
nière suivante un couple de ces cercles. 

Sur Taxe radical des cercles et 0' prenez un point quel- 
conque D, et joignez-le aux points H et H 7 , qui sont respec- 
tivement les pôles de LS relativement aux cercles et 0' : les 
points obtenus ainsi sur les circonférences sont les points de 
contact, et il suffira de les joindre à et 0' pour avoir C et Ci. 

228. On a vu (222, Corollaire) que, si le point A {Jig. 69) 
étajt sur l'axe radical des cercles O et O', les droites TiV, Vil 
se réunissaient en une tangente commune à ces deux cercles, 
c'est-à-dire que R coïncidait avec ï et R' avec V; ici ï et ï' 
deviendront donc les points de contact de cette tangente com- 
mune. 
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Réciproquement, soient T et T' (Jig. 70) ces points de con- 
tact d'une tangente commune passant en S; on voit, par la 
comparaison de cette figure avec la précédente, que le point À 
où se coupent TM et T'N', et que Ton sait déjà être sur Taxe 
radical de et de O' (200), est un point de la circonférence C, 
tangente à O et à O' aux points M et N\ 

II. — Construire un cercle tangent a trois cercles donnés. 

229. Soient S,*S„ S, les trois centres de similitude externe 
de ces trois cercles O, O', O", pris deux à deux, et D le point 
de concours de leurs axes radicaux, c'est-à-dire leur centre 
radical (Hk ) ; enfin, soient H, H', H" les pôles de la droite SS, S, 
relativement aux trois cercles : les droites DH, DH', DU" cou- 
pent respectivement les trois cercles donnés à leurs points de 
contact avec les deux cercles cherchés C et C t . 

Cette construction résulte évidemment du n° 227. 

230. Ainsi la droite qui réunit les centres externes donne 
deux solutions : chaque droite réunissant un centre externe à 
deux centres internes (190) en donnerait encore deux; il y a 
donc en tout huit solutions. 

Plusieurs couples de ces solutions peuvent être réels ou 
imaginaires, suivant les diverses positions relatives des cer- 
cles donnés sur le plan. 

Nous observerons seulement que toutes les solutions sont 
imaginaires si les cercles sont intérieurs comme dans la^g. $6* 
et qu'elles sont toutes réelles, au contraire, si chacun des cer- 
cles est extérieur aux deux autres. Voici alors comment elles 
sont disposées : 

1° Un cercle ayant un contact extérieur avec les trois cercles 
donnés; 

2 Un cercle ayant un contact intérieur avec les trois cercles 
donnés; 

3° Trois cercles ayant un contact extérieur avec deux des 
cercles donnés et intérieur avec le troisième ; 

4° Trois cercles ayant un contact intérieur avec deux des 
cercles donnés et extérieur avec le troisième. 
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III. — Modifications pour les points et les droites. 

231. La solution précédente, due à Gergonne, est d'une 
grande simplicité et surtout d'une admirable généralité : mais 
pour voir comment elle s'applique à tous les problèmes secon- 
daires que nous allons examiner, il faut rappeler ou étudier ce 
qui arrive quand un cercle dégénère en point ou en droite. 

On a trouvé (191) pour distances du centre du plus grand de 
deux cercles aux centres de similitude, les expressions 

08=00'.^^, ÔS^OO'.j^^/g 63). 

Si le plus petit des centres devient un point, R' = o, et il reste 
OS = OS' = 00', c'est-à-dire que les centres de similitude d'un 
cercle et d'un point se réduisent à ce point lui-même . 

Nous savons aussi (75) que l'axe radical entre un cercle et 
un point est la perpendiculaire sur la ligne qui joint ce point 
au centre^ élevée au milieu de la distance de ce point à sa po- 
laire relativement au cercle. 

232. On a vu aussi (76) que l'axe radical entre un cercle et 
une droite, dans laquelle dégénère l'autre cercle, est cette 
droite elle-même. 

Pour trouver les centres de similitude, considérons (jig. 63) 
le cercle de centre passant en rf, et imaginons que ce centre 
s'éloigne à l'infini, ce point d restant fixe. Avant cette trans- 
formation, nous poserons 

dO' = p, et dS = x, 

ce qui fait que la formule 



du n° 191, donnera 



os=00 'r=r'' 



R ■ -_ (R+ P ).R 



et par conséquent 

_R.(p + R')_/> + R' 



X ~ R — R' — R' 

— R 
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Ainsi à la limite de R = oo , il reste x =p -h R', et Ton trou- 
verait de même d& — p — R'. Dans ce cas les centres de simi- 
litude sont donc les deux points d' et d', et Ton a ce théorème : 
Les centres de similitude d'un cercle et d'une droite sont les 
extrémités du diamètre perpendiculaire à la droite. 

233. On conclut évidemment de ce qui précède que Vaxe 
radical entre un point et une droite est cette droite elle-même. 

De même, la droite représentant un cercle, on verra (231) 
que les centres de similitude entre une droite et un point se 
réduisent à ce point lui-même. 

234. La recherche de Taxe radical entre deux droites est 
évidemment illusoire, car il n'y aurait pas de raison pour 
prendre une droite plutôt que l'autre : mais nous verrons (241) 
que cette considération ne sera pas nécessaire. La hauteur 
de 00' devenant arbitraire, deux droites sont le lieu de leurs 
centres de similitude interne : ceux de similitude externe sont 
sur deux parallèles à l'infini. 

235. Enfin, relativement à deux points, la rechercha des 
centres de similitude est illusoire, car il n'y a pas de raison 
de choisir l'un plutôt que l'autre : nous verrons du reste (243) 
que cette recherche n'est pas nécessaire. 

Quant à l'axe radical entre deux points, c'est évidemment la 
perpendiculaire élevée sur le milieu de leur distance. 

236. La solution générale exige que Ton cherche le pôle 
d'une droite relativement à trois cercles (229). Il nous reste 
donc à considérer ce que devient le pôle d'une droite : i° rela- 
tivement à un point; 2° relativement à une droite. 

i° On sait que le carré du rayon d'un cercle est égal au pro- 
duit de la distance du centre à une droite par la distance de ce 
centre au pôle de la droite : donc le premier facteur du second 
membre étant constant, le second doit devenir nul en même 
temps que le premier membre : ainsi le pôle d'tyne droite, re- 
lativement à un point, est ce point lui-même.' - 1 

2° Considérons d'abord un cercle quelconque, et soit A un 
point de la droite dont on cherche le pôle relativement à ce 
cercle : menons une transversale quelconque ACD qui coupe 
le cercle en C et en D, C étant le plus rapproché de ces deux 
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points. Soit B le conjugué harmonique de À; on sait que 

CB_BD 
AC~"AD' 

Si maintenant le cercle dégénère en droite, 1) va à l'infini ; 
donc ' 

?k = i, et CB = AC. 
Al) 

• • • 

Menons donc, du point À sur la droite donnée CC des trans- 
versales AC, AG'> AC,..., et sur lé prolongement de chacune 
d'elles, portons CB = AC, C'B'^AC', CB" = AC",..., il est 
évident que les points B, B',B",..., seront sur une droite pa- 
rallèle à CC (7; donc l'ensemble de ces points, qui est la po- 
laire du point A, est une parallèle à la droite qui provient du 
cercle transformé. Il- en sera de même pour les polaires de tous 
les autres "point delà droite, dont on cherche le pôle, et comme 
ce pôle est le point de concours de toutes ces polaires qui 
sont parallèles, il sera à l'infini. Ainsi le pôle d'une droite rela- 
tivement à une autre droite, prise comme cercle indéfini, est 
an point situé à V infini. 

Par conséquent, pour obtenir la ligne qui joint ce pôle à un 
point donné, il suffira de mener par ce point une parallèle à la 
droite relativement à laquelle on a cherché le pâle, et non à 
celle dont on a demandé le pôle. 

IV. — Problèmes secondaires. 

237, Construire un cercle tangent à deux cercles donnés et 
passant par un point donné. — Ce point donné étant un centre 
double de similitude par rapport à chaque cercle, il n'y a plus 
que deux droites réunissant trois . centres de similitude, ce 
sont celles qui joignent ce point aux centres de similitude des 
deux cercles; on n'aura donc que quatre solutions. 

238. Après avoir démontré le théorème que nous avons re- 
produit (222), Çauchy en déduit ( Correspondance de l'École 
Polytechnique, t. I, p. 195) une solution dont nous ne par- 
lerons pas, parce qu'elle nous paraît moins simple que la pré- 
cédente. Cependant ce théorème nous permet de résoudre très- 
facilement deux cas particuliers où le point donné se trouve: 
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i° sur Taxe radical des deux cercles; m* sur Tune des deux 
circonférences. 

i° Soit le point A (Jig. 70) sur Taxe radical des cercles O 
et 0', et T, T les points de contact d'une tangente commune, 
on a vu (228) que si Ton joint AT, AT', ces droites coupent 
les circonférences aux points de contact cherchés M et N' : on 
aura de même les trois autres solutions. 

i° Si le point A de \*fig* 69 vient en un point N' de la cir- 
conférence 0', la droite N'S passe toujours au point de con- 
tact M du cercle cherché C. Ainsi {fig. 71) la droite AS coupe 
la circonférence en deux points N et M : le premier donne 
ON parallèle à O'A, mais le second H est tel, que OM coupe O'A 
au centre cherché C. 

De même S' donnera l'autre cercle C, ; on a vu que les deux 
autres centres étaient à l'infini, 

239. Mener une circonférence tangente à une droite et à 
deux circonférences données. — Comme il y a six centres de si- 
militude (232), on retrouve huit solutions ainsi que dans le 
problème général. Du reste, la droite donnée représentant 
deux axes radicaux (232), le point D de concours de ces axes 
radicaux sera à l'intersection de celui des deux cercles par la 
droite donnée. 

Enfin, d'après ce qu'on a vu (236, 2 ) sur le pôle d'une droite 
relativement à une autre droite, on devrait mener de ce point 
Dune parallèle à la droite donnée; mais on voit que cette 
parallèle serait la droite elle-même : cela n'apprend donc rien, 
puisqu'il en résulte seulement que cette droite contient un 
point de contact. Mais, ayant trouvé, comme dans le pro- 
blème général (229 et 230), les points de contact d'un cercle 
cherché sur les cercles donnés, où les joint aux centres 
donnés pour avoir le centre cherché. 

240. Si même on veut éviter toute confusion, on peut n'em- 
ployer qu'un seul point de contact. On est donc ramené au 
problème suivant (Jig. 7*2) ; 

Connaissant une droite AB et un cercle 0, construire un 
cercle C tangent à la circonférence en un point donné M, et 
tangent aussi à la droite. 

Soit A le point où AB est coupé par la droite MA, tangente 
aux cercles et C : puisque le cercle C est tangent aux deux 
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côtés de l'angle MAB, le centre est sur la bissectrice de MAB 
et à la rencontre de OM. 

Seulement, le raisonnement qui précède s'applique égale- 
ment k la bissectrice ACt de l'a&gle B'AM, supplément de MAB : 
on obtient ainsi l'autre centre C 

241. Mener un cercle tangent à un cercle et à deux 
droites. 

On sait déjà (232) que les perpendiculaires abaissées du 
centre respectivement sur chaque droite déterminent sur la cir- 
conférence quatre centres de similitude S, S', 8,, S x . En admet- 
tant (234) que les centres de similitude des droites, l'une par 
rapport à l'autre, soient à l'infini, ou sur les droites, chacun 
des côtés du rectangle S S' S» S', contiendra trois centres de 
similitude, comme l'exige la théorie générale. Ainsi nous trou- 
verons encore huit solutions. 

Ces deux droites étant des axes radicaux (76), leur intersec- 
tion D est le point de concours de ces axes, et l'on n'a pas 
besoin de chercher celui de l'une par rapport à l'autre (234). 
Soit H, comme au n° 229, le pôle d'un côté du rectangle, tel 
que SSi, la droite DH marquera, sur la circonférence donnée, 
deux points de contact : mais on achèvera de déterminer les 
centres, comme au numéro précédent, par les bissectrices des 
angles que font les droites données. 

242. Mener par un point un cercle tangent à un cercle et à 
une droite. 

On trouvera comme précédemment ( 232 ) les deux centres 
de similitude du cercle et de la droite ; mais le point donné 
représente quatre centres de similitude, deux relatifs au cer- 
cle (231) et deux relatifs à la droite (233): il n'y a donc que 
deux lignes réunissant trois centres de similitude, ce qui 
donne quatre solutions. * 

Soit donc M un point de contact déterminé par la méthode 
générale sur le cercle donné 0, et soit 0' le point donné : il 
est clair que la perpendiculaire menée sur le milieu de MO' 
coupera OM au centre cherché C. 

243. Faire passer par deux points donnés un cercle tangent 
à un cercle donné. 

Chacun des points donnés représentant deux centres de si- 

8 
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militude relativement au cercle, la droite qui joint les points 
sera la seule qui contienne trois centres de similitude : il n'y 
aura donc que deux solutions. 

Le point de concours des axe& radicaux se trouve sur la per- 
pendiculaire élevée au milieu de la distance des deux points: 
du reste, on voit qu'il n'y a pas à considérer les centres de simi- 
litude d'un point par rapport à l'autre (235). Ainsi la construc- 
tion générale s'applique sans difficulté. 

2W. Voici la solution directe et ordinaire de ce problème 
(fig. 73 ). D'un point E pris arbitrairement, mais d'une ma- 
nière convenable, sur la perpendiculaire élevée au milieu de la 
droite qui joint les points donnés 0' et 0", décrivez un cercle 
qui passe par ces deux points et qui coupe la circonférence 
donnée en B et D : joignez BD qui coupe O'O" en A, et du 
point A menez au cercle C les tangentes AM, AM,. Ces points 
M et Mi seront les points de contact cherchés ; MO et MtO cou- 
peront la perpendiculaire aux centres cherchés C et G. 

En effet, le cercle E nous donne 

AO\AO" = AB.ÀD; 

mais le cercle O donne aussi 

. AB.AD = AM 2 = AM 1 ! 

Donc 

AO'. AO' ' =^AM = AMÎ, 

ce qui montre que les cercles C et G résolvent le problème. 

245. Pour ramener au problème précédent le problème plus 
général que voici : Faire passer par deux points donnés une 
circonférence qui détermine sur un cercle donné une corde de 
longueur connue, il suffira de décrire, du centre du premier 
cercle 0, un second tel, que la portion de tangente comprise 
entre ce premier cercle et le second soit égale à la corde don- 
née. Alors on opérera sur le second cercle comme on vient 
de le voir ci-dessus. 

246. Voici enfin deux problèmes bien connus et qui se rat- 
tachent aux précédents, mais pour lesquels la solution générale 
serait en défaut, à cause de leur simplicité même : 

i° Faire passer par deux points donnés une circonférence 
tangente à unp droite donnée [fig* 74)* 
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Soit À le point où la droite des points donnés et (y coupe 
la droite donnée, et soit B le point de contact cherché, on a 

AB=±^ÀO.ÀOS 

ce qui donne les deux points B et B,; ensuite les perpendicu- 
laires menées de ces points sur la droite donnée, jusqu'à la 
rencontre de la perpendiculaire sur le milieu de 00', donnent 
les centres C et C 

2° Trouver un cercle tangent à deux droites données et pas- 
sant par un point donné {fig. 75). 

Soient SA, SD les droites données: il est clair que le centre 
du cercle cherché est sur celle des bissectrices de ces droites 
qui se trouve dans le même angle DAB que le point donné O. 
Soit donc 00' perpendiculaire à cette bissectrice jusqu'à la ren- 
contre d'un des côtés en A. Le point 0' de cette perpendicu* 
laire étant symétrique de 0, relativement à la bissectrice in* 
diquée, sera sur la circonférence cherchée : donc, B étant un 
point de contact, on aura 

AB=±VA0.A0'. 

On aura donc les points de contact B et B,, et les centres C 
etC,. 

Dans la solution générale (229), chaque point de contact est 
à Tintersection d'un cercle donné et d'une certaine droite. 
Mais ici ce cercle et cette droite se confondent en une droite 
donnée : donc ces points de contact resteraient indéterminés. 
Voilà pourquoi la méthode générale est en défaut dans ces 
deux problèmes particuliers. 



8. 
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CHAPITRE X. 

t 

THÉORÈMES ET PROBLÈMES SUR LE TRIANGLE. 



I. — Cbrclb circonscrit et «bntrs de GRJLYITÉ. 

24*7. II est clair que les perpendiculaires élevées sur les 
milieux des côtés d'un triangle concourent au centre du cercle 
circonscrit. Pour calculer le rayon de ce cercle, abaissons du 
sommet A (fig. 76) la perpendiculaire AD sur la base BC, me- 
nons le diamètre BOE et joignons AE : les triangles rectan- 
gles ABE, ADC sont semblables, puisque les angles inscrits E 
et C sont égaux ; donc 

AÇ_ AB 
AC~~BE* 



Mais 

et comme 



sABC = AD.BC, 
AB.AC 



AD = 



il reste 



aS = 



BE ' 
AB.AC. BC 



ou bien 



2R 
4 RS = abc. 



248. Les trois hauteurs d'un triangle concourent au même 
point (fig. 77). 

Des sommets A, B, C du triangle, menons des parallèles aux. 
côtés opposés; nous formons ainsi un triangle A'B'C qua- 
druple du premier, auquel il est semblable. Les hauteurs de 
ABC sont les perpendiculaires élevées sur les milieux des 
côtés du triangle A'B'C : donc elles concourent en un point H. 

249. Les médianes d'un triangle concourent au même 
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point (centre de gravité) et au tiers de chacune d'elles 

(/* 78). 
Soient les médianes AH, BN du triangle ABC et joignons HN. 

Les triangles CAB, CNH sont semblables, comme ayant l'angle 

commun C compris entre côtés proportionnels : donc 

NM = - AB, 

2 

et est aussi parallèle à AB. Par conséquent, les triangles AGB, 
NGH sont aussi semblables, G étant l'intersection de AM et 
de BN. Donc la proportion des côtés homologues donne aussi 



d'où 



GM = !aG, GN = iBG, 

2 2 



GM=^AM, GN = iBN. 

6 o 



La médiane AH couperait de même la troisième médiane CP 
en un point qui donnerait encore le tiers de AH, c'est-à-dire le 
point G. 

250. Le centre de gravité est un point tel, que, si on le joint 
aux trois sommets du triangle, ce triangle est divisé en trois 
parties équivalentes. 

En effet, une de ces parties, telle que BGC, est le tiers 
de ABC, comme ayant même base BC, et parce que la hau- 
teur de ABC, d'après ce qui précède, est triple de celle 
de BGC. 

251. Le centre de gravité est un point tel, que la somme des 
carrés de ses distances aux . sommets du triangle est un mi- 
nimum (fig. 78 ) . 

Supposons le problème résolu et soit G le point cherché : 
indiquons par 2 m* la valeur fixe, quoique encore inconnue, 
de la somme partielle 

GB -+- GC , 

c'est-à-dire posons 

GB J 4-GC 2 = am>. 
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Soit M le milieu de BC : on a, ittr un théorème connu, 

GB -h GC « *MG -H a MB* : 



il en résulte 






MG* -4- MB* = m 2 , 


et comme 






2MB = BC==a, 


on a 






I7^ 2 . a 7 



MG =m a — ~ 

4 

Par conséquent, le point G sera sur une circonférence dont le 
centre est M, et dont le rayon est 



V m ' - 1 



Cela posé, celui des points de cette circonférence qui don- 
nera la somme totale minimum s'obtiendra évidemment ep 
menant du point A une normale à celte circonférence : or, 
cette normale sera nécessairement MA; donc le point cherché 
se trouve sur une médiane, et par suite sur les autres. Ainsi 
le point cherché G n'est autre que le point de concours des 
médianes, ou le centre de gravité. 

Pour calculer la somme minimum, observons que dans 
l'équation 



on a 



et 



ce qui donne 



De même, 



GB -4-GC =2MG -+-2MB , 



*Mg'«^, 



— ■> a* 

2MB =-, 

2 



2GB*+ 2GC— GA* = a*. 



2GA H~aGC — GB =b>, 
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et 

2GÂ* -*- 2 GB — GC* = c a : 

ajoutant et réduisant, il reste 

GA -+- GB -hGC = " ^ - 



252. Ze centre du cercle circonscrit à un triangle, le centre 
de gravité et le point de concours des hauteurs sont sur une 
même droite, et la distance des deux premiers points est 
moitié de celle des deux seconds [Jig* 79). 

En effet, soient O, G, H ces trois points, on voit que les 
triangles ACH, MPO sont semblables, comme ayant leurs côtés 
respectivement parallèles : de plus, 

MP=-AC, donc OP=-CH. 
2 2 



On sait aussi que 



GP= iCG; 
2 



donc les triangles CHG, POG sont semblables comme ayant un 
angle égal compris entre les côtés proportionnels ; par consé- 
quent, l'angle CGH = OGP, et comme déjà la ligne CGP est 
droite, la ligne HGO Test aussi. De plus, la proportion des 
autres côtés de ces triangles donne 

OG « i GH. 
2 

253. Imaginons que Ton joigne BO, AO, et que Ton ait tracé 
le cercle circonscrit de centre O. L'angle au centre BOA 
est double de l'angle inscrit ACB ; donc 

BOP = C. 
Par conséquent, 

BP=-=RsinC, ou c = 2RsinC: 

2 

on a de même 

6 = 2RsinB, /z = 2Rsin A. 
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254. Dans cette formule 

a = 2 R sin A, 

/rh/* 

remplaçant aR par —-g- (247), on retrouve l'expression 

2S = fecsinA. 
Mais les formules de Trigonométrie donnent 

J^ \ a 

sin A = 2 sin - cos - = ^ . ^{p— b)(p — c) .)/p(p- a ); 

donc 

S = <Jp(p — a){p — b)[p — c). 

255. Le même triangle BOP donnera aussi 

OP = R cos C. 
Mais on a vu ( 252 ) que 

CH = aOP; 

donc 

CH = 2RcosC: 
on aura de même 

BH = 2R cosB, AH = sR cos A. 

256. Le cercle qui passe par deux sommets d'un triangle et 
par le point de concours des hauteurs a le même rayon que le 
cercle circonscrit. 

Par les sommets du triangle ABC (Jig. 8o) menons aux côtés 
opposés des parallèles qui détermineront, comme dans la Jig. 77, 
un triangle quadruple du triangle donné, mais dont nous n'a- 
vons indiqué ici qu'un seul sommet C. Soit H le point de 
concours des hauteurs AD, BE et F le milieu de C'H : la 
droite G A, parallèle à BC, sera perpendiculaire sur AD. Soit 
donc FG perpendiculaire aussi sur AD : on voit que G sera le 
milieu de AH; de même, si FI est perpendiculaire sur BE, 
I sera le milieu de BH : par conséquent F sera le centre et FH 
le rayon du cercle circonscrit à ABH. Observons enfin que ce 
cercle est encore circonscrit à ABC. 

Mais nous savons (248) que HC est le rayon du cercle de 
centre H et circonscrit à A'B' G. Comme ce triangle a les côtés 



j 
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doubles de ceux du triangle semblable ABC, on vo-if (953 ) que 
le rayon du cercle circonscrit à ABC sera 



c'est-à-dire le même que pour ABH. 
11 y aurait deux autres cercles analogues. 

II. — Cercle inscrit bt cerclbs bx-ikscrits. 

257. La bissectrice d'un angle étant le lieu des points éga- 
lement éloignés des côtés de cet angle, le point I {Jig. 81 ), où 
se coupent les bissectrices des angles A etB d'un triangle ABC, 
est également distant de AB et de AC, de BA et de BC : il est 
donc également éloigné des trois côtés et se trouve aussi sur 
la bissectrice de l'angle C ; ainsi ces trois droites concourent au 
centre I du cercle inscrit à ABC. 

La bissectrice du supplément de 1 
lieu des points également distants d 
de AB ; celte du supplément de l'ai 
priété analogue. Donc ces deux 1 
encore en un point également éloigi 
côtés, et ce point I' sera évidemme 

autres points analogues l" et I", ce qui donnera les centres des 
trois cercles ex-inscrits. 

258. Les droites BI, Bl' divisant en deux parties égales, l'une 
l'angle ABC, l'autre son supplément, seront perpendiculaires 
entre elles : il en sera de même en A et en C, c'est-à-dire que 
les droites IA, IB, IC sont perpendiculaires en A, B, C sur les 
côtés du triangle I' I" I". On a donc ce tbéorème : 

Les hauteurs d'an triangle sont les bissectrices da triangle 
qu'on obtient en joignant les pieds de ces hauteurs. 

259. Nous verrons plus tard (288) que le rayon du cercle 
circonscrit à F 1*1* est double de celui du cercle circonscrit 
à ABC. 

Maintenant nous allons démontrer que les rayons menés des 
sommets d'un triangle au centre du cercle circonscrit sont res- 
pectivement perpendiculaires aux côtés du triangle formé par 
les pieds des hauteurs. 
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En effet, soit (Jig. 81 ) le centre du cercle circonscrit 
à l' I" I", et a, (3, y les angles que font les rayons menés de ce 
centre aux sommets, avec les côtés V 1", Y V, V V. On a 

a + (3=1", a + y=I", (3 + y = I' f 

d'où Ton tire , 

aà-f-(P + y) = V+V=i8o — Y, 

ou bien 

2a + r=i8o — F, 

et enûn 

<x = çp — l'. 

D'un autre côté, dans le triangle CBI', on a l'angle 



de même, 



ÇBJ'^i(i8o— B) = 9Q — IB; 



BCl' = 90— l - C: 



donc la somme de ces deux angles est 

180 — i(B-»-C) = 9o + iA. 

2 2 

Par conséquent, le troisième angle Bl'C ou V de ce triangle 
vaut 



ou biep 



90^- i A, d'où iA = 90^1', 



~ A = a. 
2 



Donc les deux angles BAI,' AI" O sont égaux, et comme déjà 
ils ont deux côtés perpendiculaires AI et AI", les autres côtés 
AB et 01" sont aussi perpendiculaires, ce qui démontre le 
théorème. 

260. L'aire d'un triangle V I" I" est égale au rayon du 
cercle circonscrit multiplié par le demi-périmètre du tri- 
angle ABC formé par les droites qui joignent les pieds des 
hauteurs. 

En effet, imaginons Que Ton ait mené, dans la Jig. 81, les 
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droites AO, BO, CO : le triangle V V l* est divisé en trois par- 
ties dont chacune, telle que OBI'C, se compose de deux tri- 
angles qui ont pour base commune 01% et dont les hauteurs 
ont BC pour somme, puisque BC et 01' sont perpendiculaires 
d'après le numéro précédent. Faisant de même pour les autres 
parties, on obtient le théorème énoncé. 

261. La bissectrice d'un angle d'un triangle divise en deux 
parties égales V angle formé par le rayon correspondant du 
cercle circonscrit et la hauteur partant du même sommet 
(fg.Si). 

Dans le triangle rectangle BIT, l'angle 

BIT = 90 — I': 
donc (259), 

BIT=« = ITO, 

et par conséquent la bissectrice de I' est la même que celle 
de OI'B. 

262. Dans un triangle, le centre du cercle inscrit, lé centre 
degravitéde lasurface et le centre de gravité du périmètre Sont 
sur une même droite, et la distance des deux premiers est 
double de celle des deux derniers (fig. 82 ). 

On sait que le centre de gravité du périmètre est celui du 
cercle inscrit au triangle A'B'C formé par les milieux des 
côtés du triangle donné ABC. 

Soit donc P ce point et I le centre du cercle inscrit à ABC, 
on voit, en comparant les deux triangles, que A'P est parallèle 
à AI et B'P à BI; de plus, chacune de ces lignes sera moitié de 
sa parallèle. Comme déjà A'G est la moitié de AG(2W) et que 
AGA' est une ligne droite, les triangles AGI, A'GP sont sem- 
blables, et la ligne IGP est aussi droite; de plus, 

GP = -GI. 
2 

263. En indiquant encore par le centre du cercle cir- 
conscrit, et par H le point de concours des hauteurs (Jig. 82), 
et en se rappelant (252) que la ligne HGO est droite, et que 

GO = - GH, 

2 
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on voit que les triangles HGI, OGP sont semblables : donc OP 
et IH sont parallèles, et de plus 

OP=-ffl. 

264. Autres propriétés des bissectrices. — Nous rappellerons 
ici, quoique bien connus, les théorèmes suivants, dont nous 
avons déjà parlé. 

La bissectrice d'un angle d'un triangle coupe le côté opposé 
en un point tel, que le rapport des distances de ce point aux 
extrémités de ce côté est numériquement égal à celui des côtés 
respectivement adjacents à chaque extrémité. 

Le même théorème existe pour la bissectrice du supplé- 
ment de cet angle : seulement, dans le premier cas, les seg- 
ments sont de signe contraire; dans le second cas, ils sont de 
même signe. 

Enfin, les points déterminés par ces deux bissectrices divi- 
sent harmoniquement le côté dont il s'agit. 

265. Soient E et D {fi g. 83) les points où la bissectrice de 
l'angle A d'un triangle ABC coupe le côté BC et la circonfé- 
rence : on a la relation 

ab.ac=eb.ce+ae\ 

En effet, les triangles ACE, ADB sont semblables puisque 
CAE = DAB par hypothèse, et que ACB = ADB comme in- 
scrits dans un même segment. Donc 

^=~, d'où AC.AB = AE.AD = AE(AE-+-ED). 

AJù Ad 

Mais on sait que 

AE.ED = CE.EB; 

on a donc la relation indiquée. 

2° De même, soient E' et D' les points où la bissectrice 
du supplément de l'angle A coupe le côté BC et la circonfé- 
rence, on aura 

AB.AC = E'B.E'C — AE'\ 

En effet, les triangles ACE', ADB sont semblables; ils 
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ont l'angle D'AB = CAE', car D'AS est opposé à un angle égal 
à CAE' par hypothèse ; ensuite les angles ACE', AD'B sont 
égaux comme supplémentaires des angles ACE, ADB déjà re- 
connus égaux dans la première partie de ce numéro; cette 
relation d'angles supplémentaires se voit d'un côté sur la 
droite BCE', de l'autre dans le quadrilatère inscrit ADB1V. On a 
donc 

]Qg7=2j» doù AC.AB = AE'.D'A = AE'(D'E'— AE'). 

Mais * 

E'D\E'A = E'B.E'C, 

ce qui démontre la rektion écrite. 

III. — Formules relatives aux cercles inscrit et ex-inscrits. 

266. Soit r le rayon du cercle inscrit, de centre I, au tri- 
angle ABC (fig. 81): il est clair que les triangles partiels IBC, 
IAC, IAB ont respectivement pour mesure 

1 l k 1 

- ar f - or, - cr* 

2*22 

Soit donc S la surface ABC et p = a -+- b -f-c, on a 

S = rp. 

267. Soient r', r", r M les rayons des cercles ex-inscrits dont 

les centres sont I', F, I* (fig. 8i). On verra que 

» 

I'BC = - ar' 9 

2 

et de même 

I'AC=i*r', I'AB = -cr'. 

2 2 

Donc 

ABC = S = F AB + V AC — I'BC 

aura pour expression 

- r'(c-4-6 — a) = r'(p — a). 

Ainsi * 

& = r'(p—a), et S = r"(p — b), S = r m (p — c). 
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268. On a donc 

S , 9 _ S g 

/> p — a /> — 6 7 ^ — c * 

il en résulte, d'après la valeur connue, 

S = V/>(/> — *)(/>— *)(/>— c)(254), rr'r"r'=§! = S» f 
ou 

S z=^7r r ? , 7 m . 

269. On a aussi 

r _ g , et -__, ____, __=:__, 

d'où 

i i i i 

Observons encore que la mesure ordinaire de la surface du 
triangle dont A, A', h" sont les trois hauteurs donne 



Donc 



d'où 



c'est-à-dire 



2S = ah = bh! =» <?A". 
i a i 6 i c 

i i i p 
A^A'^A"-S' 



A + A 7 + P~r 



270. Reprenons l'équation 

& = rr' r"r m sar*p> (268J: 



j.' fit y'» 



elle donne 

r'r*r m =rp*s=8p, ou S 

IV. — Fonctions symétriques des côtés et des angles. 
271. On peut exprimer les fonctions symétriques des côtés 
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a, b, c au moyen des quantités p, S, r, et R, qui sont liées par 
la formule S = rp. On a d'abord 

fl + 4 + c = 2/?, et a6c = 4RS> 
ou bien 

abc = 4 R rp. 

Pour calculer ab -f- ac -h bc, observons que Ton a 

J — IP — "HP — b )(P — *)=/i»-i>»(fl + *-l-c) 

-Hpfaè ■+• eic + 6c) — a6c; 

g* 
comme aussi — = r 1 p, cela revient à 

p[ab-t-ac-\-bc)=:r*p — />*-f-2/? s -4-4Rrp, 

ou enfin 

ab-hae-t- 6c=r a -f-p'-H4Rr. 

272. Ensuite, 

(a -4- 6 -H<?) 2 = 4y>' = ** ■+■ *' ■+" <? -H 2 (flft-H ae -+• 6c ); 
donc 

ce qui donne 

a , + &*-4-c 1 i=a(/>*— r 1 — 4 Rr )« 

Gela montre que Ton a toujours 

p 2 >r(r + 4R). 

273. Nous rappellerons encore certaines formules de Trigo-* 
nométrie dans lesquelles on suppose A ■+• B -4- C =. 180. 

i° cos , A-+-cos , B-*-cos î C-hacos AcosB cosC= 1. 

Il suffit de poser 

cos C = — cos ( A -h B) = sin A sin B — cos A cos B* 

d'où 

(1 — cos , A)(i — cos a B)=(cosC-hcosAcosB)'; 

en développant on trouve le résultat indiqué. 
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À R f 

2 sin A -h sin B 4- sin C = 4 cos — cos - cos — 

a a a 

En effet, 

. . , . ^ . A-hB A — B C A — B 

sin A -H sm B = 2 sin cos = 2 cos - cos > 

22 22 



et 



. „ C . C C A4-B 

sin C = 2 cos - sm - = 2 cos - cos — 



22 22 

par conséquent, 

. « ■■ • n Cf A — B , A-4-BN 

sin A4- sm B 4- sin C = 2 cos - ( cos h cos ) > 

2 \ 2 2 / 

et le second membre revient à 

. C A B 
4 cos — cos — cos - • 

ABC 

3° cos A 4- cos B 4- cos C — 1 =4 sin — sin —sin — • 

222 

En effet, 

a , n r, A-HB A — B . C A — B 

cos A 4- cos B = 2 cos cos = 2 sin — cos — ». 

22 22 

cos C — 1 = — 2 sin* - C> 

2 

ce qui donne 

A , * ■ r c ( A ~ B A4-B\ 

cos A 4- cos B 4- cos C — i = 2Sin — ( cos cos ) 

a \ 2 2 / 

z . C . A . B 
= 4 sin — sm — sm — • 
^222 

4° tang A 4- tang B 4- tang C = tang A tang B tang C. 

Observons que 

n * tk . t>\ tang A 4- tang B 

tangC = — tang(A4-B) = - — ^r- =-2 — , 

D DV ' tang A tang B — 1 

d'où 

tang A 4- tang B 4- tang C 

= (tan g A + tangB)x(. + tangA J ngB _ i ) 

= (tangA + tangB) r ^|4lH!î|^, 
D ° ' tang A tang B — 1 

ce qui démontre la formule. 



THÉORÈMES ET PROBLfHlIft SUR LE TRIANGLE. I2g 

A B C ABC 

5° cot — h cot — h cot — = COt — €01 — ■ cot — • 

2 2 2 2 2 2 

Dans la formule que nous venons de déterminer sut les tan- 
gentes, posons 

a A ' * B ' r C ' 

2 2 2 

et observons que la condition A + B + G = 180 entraîne aussi 

A'-t-B'-HC'=i8o. 
Nous avons 

A' , B' , C' A' V C' 

cot h cot h cot — = cot — cot — COt — i 

2 2 2 2 2 2 

ce qui revient à la formule indiquée, en supprimant les ac- 
cents. 

V. — Théorèmes divers. 

274. Lasomme des rayons des cerclés exinscrits d'un triangle, 
diminuée du rayon du cercle inscrit, est égale à quatre fois le 
rayon du cercle circonscrit. 

En effet, on a (267) 

r' -+- r" -4- r m i t 



-\ r-H 



S p — a p — b p — c 

^ (p — b){p — c) + {p — a)(p — c)-{-(p—a){p — b) 

ip—a)(p — b){p — c) 

3/I 3 — 2 (a -h b-\~ c)p-\-<ib-\-ae-\-bc 

*"" (p — a){p—b)(p — c) 

p( ab-\-ac-\-bc — p 9 ) 

— §i 

Mais, d'après la valeur de ab -\-ac-\- bc (271 ), cela revient à 

r . + r » +r » = , (/ ., + 4 Rr) ^ = 

S S.rp 

275. La somme des distances des sommets d'un triangle au 

9 



i3o vutmm *. 

point de concours des hauteurs est égale à la somme des dia- 
mètres des cercles inscrit et circonscrit. 
On a trouvé (255) 

AH = aRco$À, BH = 2RcosB, CH = 2RcosC; 

ainsi cette somme est 

2 = aR(co6À-t-cosB-f- oosC). 

On a diro totil triangle la formule 

a=6cosC -f-ccosB; 
de même, 

6=t<icosC4-ccos A, c = acosB + 4cosA. 

Ajoutant, il vient 

ip = (%p — c) cosC-*-(2/> — 6)cosB-h(2/> — <i)cosA 

= 2/>(cosA + cosB-hcosC) — (<zcosA-f- ftcosB + ccosC). 

Hais, dans la triangle BOA (fig. 79), 0P«IUûsC (SK), 
d'où 9. BOA 5=: Rr cos C, et Le double de la surface totale ABC 
sera 

2 S = R(a cos A -f- 6 cos B + r cosC), 

ce qui donne 

2S 
acosA+fccosB-+-ccosC = rg- = 2p(cosA+cosB-HcosC— 1), 

ou bien 



cos 



A-HcosB-+-cos<; — t^ïr et 2^=2»(i4-i-J=2RH-2r. 



276. Par conséquent, les formules CH = aRcosC et 
OP == R cos C, du n° 255, ainsi que les relations analogues , 
donnent le théorème suivant : 

La somme des distances du centre du cercle circonscrit 
aux trois côtés est égale à la somme des rayonsdes cercles in- 
scrit -et circonscrit. 

277. i° On a 

BF = CF cot B \fig. 79 ), AF = CF cot A. 
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Ajoutant, il vient 

\sinB^ sinA/ sînAsinB 

puisque C= i8o° — (A-f-B); 

donc 

CF— aRsinAsinB; 

on aurait de même les deux autres hauteurs. 
a° Ensuite 

HF = CF — CH = 2R(sinAsinB— cosC); 

il reste donc 

HF = 2RcosAcosB. 

On a de même les deux longueurs analogues. 
3° On a trouvé 

BF = CF cot B =* 2 R sin A cos B, 

en remplaçant CFpar sa valeur (fig. 79). Ensuite 
FP = BP — BF = RsinC— 2RsinAcosB. 

Mais coAme C = 180 — (A-j-B), il reste 

FP = Rsin(B— A). 

VI. — Distance du centre du cercle circonscrit aux centres 

DES CERCLES INSCRIT ET EXINSCRITS. 

278. Lehve. — D'un centre {fig* 84) décrivez un cercle: 
d'un point G de cette circonférence pris comme centre, dé- 
crivez une seconde circonférence qui coupe la première en B 
et C ; enfin d'un centre I pris sur cette seconde circonférence, 
décrivez un troisième cercle tangent à BC. Les autres tangentes 
menées des points B et C à ce troisième cercle se rencontre- 
ront en A sur la première circonférence de centre 0. 

Soit BF perpendiculaire à BG; les angles FBC, BIC sont 
égaux comme ayant tous deux pour mesure la moitié de 

9- 
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l'arc BI'C dans la circonférence 6. Mais 

FBC=9o + GBC, et BIC= i8o° — i(B + C), 

en indiquant par A, B, C les angles du triangle ABC. Donc, re- 
tranchant 90 degrés de part et d'autre, 

GBC=9o°— -(B-f-C) = -A; 

ainsi Tare GB = GG = A, et Tare BGC = 2 A est capable de 
l'angle A, dont le sommet se trouve par conséquent sur la cir- 
conférence 0, à laquelle appartient cet arc. 

279. La bissectrice AI de l'angle A, qui passe nécessaire- 
ment au milieu G de l'arc BGC, coupe la circonférence G en 
un autre point F qui est un centre de cercle exinscrit au trian- 
gle ABC. En effet, ce point F est déjà sur la bissectrice de 
l'angle A; de plus, IF étant un diamètre de la circonférence G, 
BF est perpendiculaire sur $1; donc BF est bissectrice de 
l'angle CBA', supplément de B, ce qui démontre la propo- 
sition. 

Ce qui précède suffit encore pour faire apercevoir le théo- 
rème suivant : 

Le milieu G de la distance du cercle inscrit I à celui d'un 
cercle exinscrit à un triangle ABC est sur le cercle circon- 
scrit à ce triangle. 

280. Soit 01 = S dans le triangle OGI (fig. 85) où 0G = R; 
on a, par un théorème connu, 

ô^R'+gT— 2R.GF. 

Mais le triangle rectangle LBG, où LG est un diamètre, donne 
aussi 

gT=gb 2 =2R.gd. 

f 

Ajoutant ces égalités, on a 

d* = R' — aR(GF— GD); 

or, IF étant parallèle à BC, DF = r, donc ô* = R* — 2 Rr. 

On peut encore poser d J = (R — r) 2 — r\ Cette formule est 
remarquable, parce que S ne dépend que de R et de r. 
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281. De même, soit F le centre d'un cercle exinscrit, le 
triangle OGF donnera 



Mais 
donc 
ou bien 
De même 



OI ,> =d" = R a + GF S +aR.GF'. 



GF = GI(279), et GF' = GF; t 
à' 1 = R» H- aR ( GF' -h GD ), 
â" = R a 4-2Rr'. 



282. La relation ô 3 = R ( R — 2 r) ( 280 ) montre que 

R>ar, ou ^<^> 

sauf la, limite où R = a r pour 8 = o. Or, nous avons trouvé 

(275) et (273, 3°) 

— = cos A -t- cos B -h cos C — i = 4 sm — sin — sm — ; 

R ^222 



donc 



cos A -H- cos B-hcosC — i <-> 



ce qui donne la double inégalité 

> 3 

i<cosA-f- cosB + cosC<-« 

VII. — Cercle des neuf points. 

283. La circonférence qui passe par les milieux des côtés 
d'un triangle a un rayon moitié de celui du cercle circonscrit 

(fig* 86). 

En effet, le triangle A'B'C ainsi formé a ses côtés moitié de 
ceux du triangle donné ABC qui lui est semblable. Donc les 
rayons des cercles circonscrits seront dans la même propor- 
tion (253). 

284. Cette circonférence passe par les pieds des hauteurs. 
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1! suffit de prouver qu'elle passe au point D. Pour cela, obser- 
vons que B'C, parallèle à BC, passe au milieu de AD. Donc 

ÀC'^CD, ou bien CD = A'B', 
puisque AC' = - ÀB. 

Ainsi les droites CD, B'A', considérées comme hypoténuses 
égales, font avec les perpendiculaires abaissées sur B'C du 
point D et du point A' des triangles rectangles qui seront 
égaux, puisque ces perpendiculaires elles-mêmes sont égales ; 
par conséquent, les angles de ces triangles en B' et C étant 
égaux, le triangle formé en prolongeant les côtés CD, B'A' 
jusqu'à leur rencontre sera isocèle, et sa hauteur tombera au 
milieu des parallèles B'C et A'D. 

Faisons donc tourner autour de cette hauteur la portion B'A' 
du trapèze B'CA'D pour rappliquer sur l'autre portion CD. 
Soit T le point où la perpendiculaire élevée sur le milieu 
de B'A' coupe la charnière; ce point T sera donc immobile. 
On voit que A' viendra en D et B' en C, puisque la charnière 
passe au milieu de A'D et de B'C; donc la distance du point T 
au point D sera la même que celle de T à B' et A'. 

285. Cette même circonférence passe par les milieux des 
distances de chaque sommet au point de concours des hau- 
teurs. 

De plus y un de ces milieux et celui du côté correspondant 
sont aux extrémités d'un même diamètre. 

Soit P le milieu de CH : les triangles ACH, B'CP sont sem- 
blables comme ayant l'angle commun C compris entre les côtés 
proportionnels. Donc AH étant perpendiculaire sur BC et sa 
parallèle B'C, il en sera de même pour B'P, c'est-à-dire que 
l'angle CB'P est droit. 

La circonférence décrite sur PC comme diamètre passera 
donc en B', et passera nécessairement aussi parle pied F de la 
hauteur partant de C, puisque l'angle PFC est droit : donc 
cette circonférence contenant les trois points B', C et F ne 
sera autre chose que celle que nous considérons. 

Enfin, nous avons vu que CP était un diamètre. 
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286. Le centre de cette circonférence est au milieu àe la 
droite qui joint le centre du cercle circonscrit au point de 
concours des hauteurs* 

Comparons les triangles AOH, A'OT, on sait (252) que OA', 
parallèle à AH, est aussi moitié de AH; on sait aussi que 

TA' = - OA (283 ); ensuite, connue les lignes homologues sont 

évidemment parallèles dans deux triangles qui ont leurs côtés 
parallèles, les rayons circonscrits homologues TA' et OA seront 
parallèles. Donc les triangles AOH, A'OT sont semblables 
comme ayant l'angle OAH = OA'T compris entre côtés pro- 
portionnels. Par conséquent OT et OH seront aussi parallèles, 
c'est-à-dire se confondront : enfin, la proportion des côtés 
donne encore 

OT = iOH. 

2 

287. Le cercle T passant en A', B', C passe, comme nous 
l'avons vu, par les milieux B', P, M du triangle ACH. Ce sera 
donc aussi le cercle des neuf points pour ce triangle ainsi que 
pour ses analogues ABH, BCH : ce sont les trois cercles que 
nous avons considérés au n°256. 

288. Nous reconnaîtrons aussi, comme nous l'avons énoncé 
(259), que le cercle circonscrit à VVV" (Jig. 8i) est double de 
celui qui est circonscrit à ABC : en effet, A, B et C sont les 
pieds des hauteurs du triangle l'IT. 

289. Le cercle des neuf points est tangent au cercle inscrit 
et aux cercles exinscrits ( jîg. 87 ). 

On sait que le centre T du cercle des neuf points est au mi- 
lieu de OH (286) ; de plus 

OD = AM = -AH (2«2), 

D étant ici le milieu de BC. Donc DM sera parallèle à OA çt 
coupera OH au milieu T de OH et de DM ; en effet, OD et MH 
étant égaux et parallèles, la figure ODHM sera un parallélo- 
gramme dont les diagonales se couperont en leur milieu T. 
Cela posé, soient F et 8 les pieds des perpendiculaires 
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abaissés des points I et T sur ODG, la quantité cherchée 

TÏ'=(IF — TS) 2 -f-(DF— DS) J . 

Ici DF = r, et comme 

DT=- (283), 

A 2 



on a 



— * R» — » 

DS = ~ — TS: 

4 

il reste donc, en développant, 

TÎ=ÏF— 2lF.TS-Hr' — 2r.DS4-~ 

4 

Puisque T est le milieu de DM, on a 

2TS = EM = AR; 

ensuite 

AR_RG 

IF ~ FG' 

Mais 

RG = RO-t-R et R0 = ED = 2DS; 

d'ailleurs 

FG = r + DG: 

donc 

ors IF(2DS + R) 
2TS= r + DG ' 

et 

r-t-Dtt 

Observons aussi que 

ÎF=ÎG— (r + DG)', 
d'où 

if^,IF.TS = [ÎG-(. + DG).][ I _l^±|.]. 
Mais, puisque 2DS==R0, on voit que 2DS-4-R=RG, et le 
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triangle GAL, où GL = 2R, donne 

ÂG=2R.RG. 



D'ailleurs 



AG_RG 
1G~FG' 



ta 

iG'=GC=ïR.DG, 



DG.RG 



par conséquent 

aDS + R_ 



Tl'= j + r- — r. jDS + [iG- 

c'esl-à-dire qu'il faut retrancher de -r + <*' la quantité 

r.sDS+fÏG— (r-hDGJ'J^g. 

où l'on trouve le facteur r. 
On a obtenu 2DS=RG — R, expression dans laquelle 

(r + DGJ-. 
RG - DG ' 
on a trouvé aussi 

ÎG=GC=aR.DG: 
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ainsi, danç cette quantité, r est multiplié par 

(M-DG)' _ R 2 R.DG-(r-hDG)' _ 
DG + DG ~ 

Donc il faut retrancher Rr et il reste 

— » R* 

TI = ^-hr' — Rr. 

4 

R 

Pour aVoir le droit d'en conclure TI = r, il faut serap- 

i> 

peler que — >r (282); on voit alors que le cercle inscrit est 

tangent au cercle des neuf points et lui est intérieur. 
Quant à un cercle exinscrit, on aura 

TC , = (I'F-!-ST) i -HF , D-i-DSP; 
mais 

F'Ds=r' et I'F' = IF, 
donc, 

Tp^Çn-r'*— aTS.IF + ar'.DS. 

4 

Les calculs seront les mêmes que ci-dessus, puisque F'G= FG; 
seulement, au lieu de 

FG = r-hDG, 

on mettra son égal 

F'G=r' — DG. 
On aura enfin 

TF 3 = Ç-1-r , '-i-Rr' ou Tr = --hr'; 
4 2 

ainsi, un cercle exinscrit a un contact extérieur avec le cercle 
des neuf points. 

VIII. — Trouver un point bout la somme des distances aux 

SOMMETS D'UN TRIANGLE SOIT MINIMUM. 

290. Supposons le problème résolu, et soit M le point cher- 
ché (Jig. 88); imaginons une ellipse passant en ce point et 
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ayant pour foyers les sommets B et C du triangle. Tous les 
points de cette ellipse donnant la même somme des distances 
pour B et C, le point M, qui donnera le minimum, sera sur la 
normale menée du point A â l'ellipse, puisque c'est la distance 
minimum de A à cette courbe» Or. nous savons que cette nor- 
male divise en deux parties égales l'angle BMC des rayons vec- 
teurs. En faisant le même raisonnement pour BM et pour CM, 
on verra que lès angles AMC, AMB sont aussi divisés en par* 
ties égales. Mais BMD = AME comme» opposés au sommet, de 
même 

BMF=sCME et AMF = CMD. 

Donc toutes ces moitiés d'angles sont égales entre elles et 
l'on a autour du point M six angles égaux dont chacun est, par 
conséquent , le sixième de quatre droits, c'est-à-dire égal à 
60 degrés. Ainsi 

BMC = AMC = BM A = 1 *o°, 

et voici la solution du problème : 

Sur chaque côté du triangle décrivez un segment capable 
de 1 so degrés ; ces segments auront un point commun qui sera 
le point cherché, 

291. Il est clair qu'on a en même temps résolu le problème 
suivant : Trouver un point d'où les trois côtés d'un triangle 
paraissent de la même grandeur» 

En effet, ils sont vus du point M sous le même angle de 
120 degrés. 

292. Si l'un des angles du triangle était égal à iso degrés, 
il est clair, à cette position limite, que le sommet de cet angle 
obtus serait le point cherché. Mais si un angle est plus grand 
que 120 degrés, la solution précédente est en défaut, quoi- 
qu'il y ait toujours évidemment sur le plan du triangle un 
point qui jouisse de la propriété du minimum. 

Nous allons démontrer que le point cherché est toujours le 
sommet de l'angle obtus; mais nous serons conduits à faire 
diverses hypothèses successives. 

293. Supposons que le point cherché soit du même côté 
de BC que le sommet A de l'angle obtus (fig. 89) : cela peut 
avoir lieu de plusieurs manières différentes. 
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i° Considérons un point M, compris dans le prolongement 
de l'angle obtus BAC, il est clair que la somme 

M1B-1-M1C 

des lignes enveloppantes sera plus grande que la somme des 
lignes enveloppées AB + AC; à plus forte raison, 

M,A + M 1 B-f-M,C>AB-f-AC. 

2 Prenons un point M situé dans un angle supplémentaire 
de BAC, mais en dehors du triangle, de sorte que Tune MC des 
droites, qui joignent ce point aux sommets B et C, coupe en M' 
un côté AB. On a la ligne brisée 

MA + MB>M'A + M'B; 

ajoutons d'un côté M'C et de l'autre AC; on a, à fortiori, 

MA + MB •+- M' C > AB 4- AC. 

i 

Car le point M' étant entre A et B et l'angle BAC étant obtus, 
l'oblique M'C>AC, et d'ailleurs 

M'A + M'B = AB: 

donc, à plus forte raison, 

MA4-MB-bMC>AB-hAC. 

3° L'inégalité 

M'A-hM'B-f-M'C>AB-*-AC, 

évidente d'après ce qui précède, montre que le point cherché 
ne peut pas être non plus sur l'un des côtés de l'angle obtus. 
4° Enfin, pour achever de démontrer que le point cherché 
n'est pas au-dessus de BC du côté de A, il faut considérer un 
point m de l'intérieur du triangle : il suffira de reprendre le 
raisonnement du n° 290, c'est-à-dire d'imaginer une ellipse 
passant en m et ayant B et C pour foyers ; on trouverait, comme 
ci-dessus, BmC = 120 degrés, ce qui est impossible, puisque 
l'angle enveloppant BAC > 120 degrés. 
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294. Si le point cherché était sur BC, ce serait évidemment 
(fig. 90) au pied de la perpendiculaire AD; mais imaginons 
l'ellipse qui passerait par ce point D et qui aurait pour foyers 
non plus B et C, mais B et A. On pourrait mener à cette ellipse, 
du point C, une normale qui différerait nécessairement de CD, 
puisque CD, prolongement de BD, ne divise point l'angle BDA 
en parties égales; ainsi cette normale donnerait une somme 
plus petite que le minimum supposé ; donc D n'est pas le point 
cherché. 

Enfin considérons (fig. 90) un point M situé, relativement 
à BC, du côté opposé à A: abaissons surBC la perpendicu- 
laire MP qui coupe BC en N, et soit AP parallèle à BC. Les 
distances relatives à M donnent une somme plus grande que 
celles qui sont relatives à N, car 

MB>NB, MC>NC, 

et l'oblique MA>NA, relativement à la perpendiculaire AP. 
Donc on retrouve par exclusion le sommet A de l'angle > 120 de- 
grés. 

295. Calculs relatifs au problème précédent. — Posons 

(/# 88) 

AM=m> BM = w, CM = p, 

le triangle BMC donne 

a' = Ji' + p' — znpcos 120 ; 



mais 



1 

cos I20° = > 

2 



donc 

a 7 = n 2 -4-/? 1 H- 2 np. 
De même, 

b 1 = m 2 + p^-^-mp et c'-m'-t-B' + m». 

Ajoutons ces trois égalités, on obtient 

a , + 4 , +c , = 2(/n , + n , +p , ) + mn -+- mp 4- np. 

Soit 2 = m-t-rt-t-p la quantité qui doit être minimum; 
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on a 

Retranchons cette égalité de la précédente multipliée par 2; il 
restera 

2(a*+ 6* + c 2 )— 2*= 3(m 2 -t- n 2 -*-/* 2 ). 

D'un autre côté les relations précédentes donnent 
a* — b* = n? — m*-i-p(n — m) = (« — m) 2, 

ou bien, 

n'+w 1 — 2 mn = * ^ — - • 

2* 

Ajoutant cette équation aux deux autres analogues, nous trou- 
vons 

2(m 2 -f-Ji*-H/J 2 ) — (2/71H + ?.rfip-\-7>np) 

—i^ ai ~ &)*+(<*— ?)*+(&— **)']• . 

Mais 

m a 4-/i , -|-p , -t-2mn-{-2/n/j-f-2np = 2*. 

Ajoutant encore à l'égalité ci-dessus, il vient 

et comme déjà 

il reste 

2(aH-& î 4-c ï )— 2 2 =2 2 -+- ^ (a 4 -+- 6 4 + & — a 2 6* — a 2 c* — é'c 2 ), 

d'où 

2 4 — (a 2 -f.fc 2 + c 2 )2 2 4-a 4 -h6 4 H-c 4 — û 2 6 2 — û 2 c 2 — 6 2 c 2 = o, 

on en tirera la valeur cherchée 
On rejette le signe — qui donnerait 2 = o pour a=i?=c. 
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La formule semble générale, car elle tomberait seulement en 
défaut au delà de la valeur de a, qui donnerait 

a* -l-è'-t-c 4 — 2(«»6 2 -t-d l c 2 -J-6 , c 8 ) = o, 
ou bien 

a* — aa 2 (6 2 + c 2 )-f-(6 J — c a )* = o, 

on en conclut 

a 2 = b* + c*±\J {& + c 9 )* — (b> — c 3 )' = b 2 -h c*±zbc. 

Les valeurs limites sont donc a = b ± c , comme dans tout 
triangle : cependant, la formule obtenue par la Jlg. 88 est en 
défaut pour A> 120 ; mais alors 2 = b -h c (292), 

298. On peut aussi calculer séparément les trois quanti- 
tés m, n, p. 

On a 

<*.+•«' = A, jî4-<3'~B, y + /=C, 

et aussi 

a -t- P' = 6o° f £ 4- y' = 6o°, y -f- a' = 6o° ; 

mais la somme des trois premières relations donne le même 
résultat que celle des trois secondes, car ces six relations 
ne suffisent point pour déterminer les angles, puisque rien 
n'indique jusqu'à présent que les droites concourent en un 
point M. 
Gomme 

o fi 

sini2o° = ~> 
2 

nous avons dans le triangle ABM 

m asln(y 

et dans le triangle ACM 

m 2siny 

Mais les égalités précédentes donnent 

(3'4-a = 6o°, <x?+y = 6o°, 
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d'où 

(3'-Hy = i2o— A, 
à cause de 

donc 

P' = (iao— A) — y,. 

et Ton en tirera facilement, avec les deux valeurs de m, l'ex- 
pression 

2&csin(i2o — À) 

V3. yb 3 -\- c 2 -hzbc cos(i2o° — .A) 
On aura des valeurs analogues pour n et p. 

IX. — Inscrire dans un triangle trois cercles dont chacun soit 

TANGENT AUX DEUX AUTRES ET A DEUX CÔTÉS DU TRIANGLE. 

297. Soient M, N, P {fi g. 91) les centres des cercles inscrits 

dans les angles A, B, C ; soient PP' et NN' perpendiculaires 

sur BC, ce qui lait que P' et N' sont des points de contact, 

nous poserons 

BN'= r , CP'=z; 
de même 

AM'=:r; 

MM' étant perpendiculaire sur AC. 
Posons encore 

a=.psin 2 a, 6 = /*sin 2 (3, c=psh\ 1 y, 

p étant le demi-périmètre -(û + i + c); les angles a, (3, y 
sont déterminés au moyen de ces égalités. Soit alors 

il faut démontrer que 
,r:=/>sin 5 (A — a), j = /jsin 5 (A — (3), s=/>sin , (A — y). 

298. Pour y parvenir, observons que les deux rayons tan- 
gents à BC ont pour valeurs 

NN' =7 tang - B, PP' = z tang - C. 

2 2 
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De plus, soit NQ perpendiculaire sur PP': il est clair que 

NQ = N'F=a— y — z. 

Or, le triangle NPQ, dans lequel PH = PP' et NH = NN', don- 
nera 

NQ t =(PP'-hNN7 — (PF— NN') 2 = 4PP'.NN', 
ce qui revient à * » 



t a— y — z = aW j^tang^B tang^C. 
Mais on sait que 



tangiB^v/ïfHSEZ), uns l -C = J {p - a){p - b) 

* V Pip — t>) 2 V P(P—C) 



9 



d'où 

tang- Blang- C = i = cos 2 a. 

° 2 ° a p 

On a donc 

/4-s -+- acosa V / J2 =/>sin 2 a; 

, et de même, 

(I) / . — 

x -h z -h 2 cos (3 y#z = P s" 1 ' P» 

^-i-j -Nacosy ^xy=ps\n*y. 

Maintenant, dans un cercle de diamètre égal à l'unité, con- 
struisons un triangle ayant pour angles 1 — y, 1 — {3 et ît — «. 
(On voit, d'après la valeur de >, que la somme des trois angles 
est égale à rc, comme cela doit être.) Les côtés de ce triangle 
seront représentés par 

sin(X — y), sin(X — (3) et sina, 
et Ton aura 

sin 2 a=sin a (X— y)H-sin 2 (>— (3)-|-2cosasin(X— y)sin(X— (3); 
de même, 

(II) isin J (3==sin^— y)H-sin 2 (X — a)+2COs(3sin(X— y)sin(X— a), 
sin 2 y = sin 5 (X— p)-f-sin 2 (X-a)4-2COsysin(X— P)sîn(>— a). 

io 



I.46 CBAPIT1E I. TBÉOftfcBES ET PtOBLÈSES 5UB LE TUAJIGLE. 

Or, si Ton prend, comme nous l'avons dit, 
x=ps\fi*(l — a), r=/*sin 5 {À — £), z=ps\ïi z [l — y), 

les équations (I ; reviennent aux équations (II); donc les 
équations (I) sont satisfaites pour ces valeurs. 

299. Construction géométrique. — Il faut d'abord construire 
les angles a, £, y : pour cela, soit DH = p (Jig. 92) et DE = «, 
soit EE' perpendiculaire sur DH jusqu'à la rencontre de la 
demi-circonférence de diamètre DH, je dis que Tare DE' = 2 a. 

En effet, joignons E'H, E'D, ce qui donne des triangles 
rectangles dans lesquels EHE' = EE'D = 9, on a 

DE = DE , sinc=<7, 

et dans le triangle DE' Il 

DE' =psino, 
ou 

a=/*sin 2 9: 
mais déjà 

a = psiïi'a; 

donc 9 = a et l'angle E'HD = 9 avant pour mesure la moitié 
de Tare DE' : on voit que cet arc DE'= 2a. 
On aura de même 

DF=;2P et DG'=2y, 
en prenant 

DF=* et DG = c. 

Alors 

E'G' = 2a — 2y, 

et portant E'G' de F' en I\ nous aurons l'arc 

Dr = DF'-hE'G' = 2{3+ {ia — 27), 

c'est-à-dire 

DF =11 («+- (3 — y). 

Soit K' le milieu de cet arc DF, l'arc DK' = a •+■ (3 — y: donc, 
abaissant K'K perpendiculaire sur DH et renversant le raison- 
nement précédent, on verra que 

DK=/7sin 2 -(aH-(3 — y) =/>sin 2 (> — y) = z. 
On afura de même x ely. 
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CHAPITRE XL 



SYSTÈMES DE POINTS EN LIGNE DROITE, 



I. — Extension du principe des signes. 

300. Nous avons vu (1) que le principe des signes pour les 

* 

segments en ligne droite consistait en ce que Ton posait 

ab = — ba, ou ab-\-ba = o. 

Quand il s'agit de trois points a, b, c en ligne droite, le même 
principe donne 

ab -h be -f- ca = o. 

En effet, de quelque manière que soient disposés ces points, 
on revient ainsi au point de départ. 

301. La relation établie d'après cette condition existera 
entre un nombre quelconque de segments en ligne droite; 
ainsi n points a, b, c y . . ., /donnent 

ab -+- bc H* . . . -+-,/« = o. 

Supposons que cette loi soit vraie pour n — i points, nous 
aurons 

ab -+- bc -f- . . . -h ea = o. 

Mais les trois points a, e, /donnent 

ac + ef-hfa = o ; 

ajoutant cette égalité à la précédente, comme ea -+- ae = o, ii 
reste l'équation indiquée entre n points. 

H. — Moyenne harmonique. 
302. Soient n points «, 6, c, d, . . ., sur une même droite; 

10. 
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m l'on prend un point m tel, que la valeur inverse de sa dis- 
tance à un point déterminé O de cette même droite soit 
moyenne arithmétique entre les valeurs inverses des points 
a, b, c,..., au même point O, c'est-à-dire de manière que 
Ton ait 

n i i i i 



O/ii Oa Ob T Oc Orf 

chaque distance devant être prise avec son signe), Mac Laurin 
a appelé O/n la moyenne harmonique des distances Oa, 06,..., 
et M. Poncelet a appelé le point m le centre des moyennes 
harmoniques de ces points a, b,.... On dit aussi que O et m 
sont conjugués harmoniques : cela généralise les n M 22, 23 
et 24. 

303. Dans l'équation plus générale 

«-h|3 + y + ... _ « p y . 
()m 0« 06^0e 

soit l'origine en un point D tel que 

OD = û), Dm = j„ D« = «r, D6=a^,...: 

on a 

« -h (3 -H y -K » « a j3 

Si w est très-grand par rapport à x t9 x, #',..., on peut se borner 
aux premières puissances de ces quantités; ainsi 

OL CL OLX 

■ n i j. _ ■ . » 

Gt) -+- X 6) 6)* 

Opérant de même pour toutes les fractions et réduisant, 
il reste 

(a-f-(3-l-y-+-. • »)X\ = ax-h$x' -ï-yx"-{-. .., 

équation vraie quand est à l'infini. Alors x? est la distance 
du centre de gravité de n points qui ont les masses a, (5, y,.... 

III. — Segments de quatre points. 

304. Quatre points a, b, c, d étant disposés d'une manière 
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quelconque sur une droite» on a trouvé (93) 

ab.ed -h ac.db -+- ad.bc = o, 

égalité qui peut s'écrire d'après la règle suivante : La première 
lettre du premier facteur de chaque terme est la même, et la 
seconde lettre de ce facteur termine le terme suivant. 

305. De là résulte aussi le théorème suivant : Le produit 
des parties extrêmes, plus celui de la ligne moyenne par la 
ligne totale, est égal à celui des segments qui empiètent l'un 
sur l'autre. 

Par exemple, les points étant disposés dans Tordre a, c, b y d, 
l'égalité précédente s'écrira de la manière suivante : 

ac.bd-{-cb.ad = ab. cd. 



306. L'égalité primitive peut se mettre sous la forme 

ab .cd ac. db 

ad.bc ad.bc ' 

mais on a trouvé (101) qu'un faisceau de quatre droites À, B, 
C, D, partant d'un même point et passant par les points a, b, 
c 9 d, donnait la relation 

ab.cd sin(A, B).sin(C, D) 
ad.bc sin(A, D).sin(B, C) 

L'autre rapport s'exprimant de même, nous aurons 

sin(A, B).sin(C, D) -h sin(A, C).sin(D, B) 
H-sin(A, D).sin(B, C) = o. 

307. Puisqu'il s'agit de faisceau, nous pouvons maintenant 
supposer chacun des points, non plus en ligne droite, mais 
placés n'importe où sur chaque droite, et l'égalité des sinus 
subsistera toujours. Supposons donc ces points sur une cir- 
conférence de cercle dont le centre soit l'origine du fais- 
ceau, nous aurons 

(i) sin ab . sin cd -+- sinac.sin</6 + sin ad. sin bc = o. 
Si l'origine du faisceau est un point quelconque de la cir- 
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conférence, il vient 

( 2 ) sin - ab .sin - crf-h sin - ac- . sîn - db-hs\n-ad. sin - bc=o. 

2 2 2 2 2 2 

308. Dans la formule ( i ), posons 

bd = 90 , d'où sin db = — 1 , 

elle dévient, à cause de cos 6c = cos — bc, 

(3) sin ac = s\n ab. cos b c -\-s\n bc. cos ab, 

relation entre trois points d'une circonférence. 

Si Von prend, au lieu du point a, un point a' situé à 90 de- 
grés de distance, les sinus relatifs à a seront changés en cosi- 
nus relatifs à a', et les formules (1) et (3) deviendront (en 
supprimant l'accent devenu inutile) 

(4) cos«fr.sincrf-|-cosac.sintf6-f-cosarf.sin6c==o, 
et 

( 5 ) cos ac = cos ab . cos cb — sin ab . sin bc. 

11 est facile de voir que, suivant la position relative des points, 
les formules (3) et (5) donnent 

sin ( a ± (3 ) = sin a cos (3 ± sin (3 cos a, 
et 

cos(a±(3) = cos a cos (3 zç: sin (3 sin a. 

309. Prenons la formule (2) sous la forme indiquée au 
n° 305, c'est-à-dire écrivons 

sin-<zc.sin-rffc = sin - ab .sin- cd -t- sin - ad .sïn - bc, 
2 .2 22 22 

en admettant que les arcs ac et db empiètent l'un sur l'autre. 
Alors les droites ab, bc, cd, ad seront les côtés d'un quadrila- 
tère inscrit dont ac et bd seront les diagonales. Mais, dans la 
formule précédente, les sinus sont les moitiés des cordes cor- 
respondantes; par conséquent, dans un quadrilatère inscrit, 
le produit des diagonales est égal à la somme des produits 
des côtés opposés» 
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310. Joignons un point quelconque aux sommets A, B, 
C, D d'un quadrilatère, la formule des sinus (306), étant mul- 
tipliée par j OA.OB.OC.OD, donnera, si Ton songe que Taire 

d'un triangle a pour mesure la moitié du produit de deux cô- 
tés multiplié par le siçus de l'angle compris, la formule sui- 
vante : 

trg. AOB . trg.COD -f- trg. AOC . trg.DOB 4- trg. AOD . trg.BOC = o. 

Si le quadrilatère est convexe et si Ton compte les angles 
dans un sens déterminé afin de donner des signes aux surfaces 
des triangles, cette'formule revient au théorème suivant : 

Si un point pris dans le plan d'un quadrilatère convexe est 
regardé comme le sommet commun de six triangles ayant 
pour bases les côtés et les diagonales, le produit des surfaces 
des triangles qui ont pour bases les diagonales est égal à la 
somme ou à la différence des produits des aires qui ont pour 
bases les côtés opposés, selon que le point est en dehors ou 
dans V intérieur du quadrilatère. 

• IV. — Théorème général. 

311. Étant pris sur une même droite a points a, b, c, ., ., 
et ce — i points m, n, p,. . * , on a fa relation ' 

am .an. an. . . bm .bn.bp. . . 
ab.ac.ad. . . ba.bc.bd... 

Nous allons prouver que, si cette relation est vraie pour deux 
systèmes de a — i et a — 2 points, elle sera vraie aussi pour 
le système proposé de a et a — 1 points. 

En effet, si l'équation proposée n'est pas identique, quels 
que soient les deux systèmes, on peut regarder tous ces 
points comme fixes, à l'exception d'un seul qu'on cherchera à 
déterminer de manière que l'équation soit satisfaite. On peut 
choisir ce point dans celui des systèmes que l'on voudra, et ce 
sera le point m. Ce point se déterminera par une équation du 
premier degré, puisqu'il ne figure pas dans les dénominateurs 
et qu'il n'entre que dans un segment de chaque numérateur. 
(Du reste, un segment tel que bm, partant de m, peut se ra- 
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mener à un segment fixe am, au moyen de la relation 

bm -+- ma + ai = o.) 

•Cela posé, il ne devrait exister qu'une seule position du 
point m. Cependant, si Ton fait coïncider ce point avec l'un 
quelconque de ceux du premier système, on satisfait à la 
question : en effet, si c'est, paF exemple, avec le point a, 
d'où am=o, il reste, puisque bm = ba, etc., la relation 
suivante : 

bn . bp . . . 

bc . bd . . . 

et cette relation est vraie par hypothèse, puisqu'elle a lieu 
entre a — i points 6. c, rf, .. . et a — 2 points n, p,. . .. 

On vérifierait de même que m peut coïncider avec 6, c, rf,...; 
donc il y aurait au moins a positfons de m, tandis qu'il ne de- 
vrait y en avoir qu'une seule. 

Par conséquent, la relation générale est une identité, car 
étant vraie pour deux points a, b et pour m qui donnent 

am -h mb -+- ba = o, 
ou bien 

am bm 

~âb + Ta"- 1 ' 

elle sera vraie pour trois points a, 6, c d'un côté, et pour 
deux points m, n de l'autre, et ainsi de suite. 

V. — Conséquences du théorème précédent. 

312. Si l'on suppose qu'un des points du second système, 
par exemple le point p 9 aille à l'infini, on peut préalablement 
diviser par ap toute l'équation obtenue, ce qui fait dispa- 
raître ap du premier membre, et aussi des autres, car — = 1, 

si p est à l'infini : alors aussi le second membre — = 0. 
r ap 

L'équation devient donc 



am . an ' bm . bn 

— h T 7 h • • • = O. 

ab.ac bu. oc 
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C'est une relation entre des points en ligne droite, dont a d'un 
premier système et a — i d'un second. 

Du reste, comme on peut supposer que d'autres points du 
second système aillent aussi à l'infini, cette nouvelle équation 
est vraie pour un nombre de points du second système, infé- 
rieur à a — i . 

313. Enfin, si tous les points du second système vont à l'in- 
fini, on trouve entre un nombre quelconque de points a 9 b> 
c, d 9 . . . , en ligne droite, la relation 



ab.ac.ad... ba.bc.bd... ca.cb.cd.. . 



o. 



314. Si tous les points du second système viennent à coïn- 
cider en un seul m, la formule du n° 311 devient 

(«/w) a ~~ (bm)*~~ ï 



ab.ac.ad,., ba.bc.bd... 
et la formule du n° 312 deviendra aussi 

(am) (bm) 

ab.ac.ad,.. ba.bc.bd... ''' 

/ le nombre e variant depuis i jusqu'à et — i . 

VI. — Point situé hors de la droite. 

315. Si les nombres a — i et a — i — s sont pairs, les for* 
mules du dernier numéro sont encore vraies, même quand le 
point m est en dehors de la droite. En effet, soit 

a — i=ay, d'où (û/w)*"" =[(flm) , f, 

et indiquons par m, le pied de la perpendiculaire abaissée du 
point m sur la droite, on a 

( am y = ( am t )* -h ( mm ï )*; 

par conséquent, 

[(amy? = Karn,)']' + y [(am, y] 7 " (mm, )'+... + [(mm,)']'. 
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Donc 

Vi (amf v 1 [(ami)-]' , , w 

^ « . ac . «a . . . ** ab . ac . ad . . 

D'après la première formule du n° 31V, on a 

\* ^ anh ?*' — , 
£é ab . ac ad. . . 

puisque a — i =27; mais, d'après la seconde, on a 

**ab.ac.ad... 

puisque iy — -2<« — 1, et il en sera de même, à plus forte 
raison, pour toutes les autres sommes. Il reste donc 

^ (am) 

^— ' ab . ac . ad. . . 

c'est-à-dire 

ab ac. ad. .. ba.be. bd. .. ca. cb cd. 

316. Ainsi, soit a le nombre des points a, b, c, d 9 ... en ligne 
droite, la formule précédente existe pour un point m en de- 
hors de cette droite, dans le cas où 2y = a — 1 . Dans le ca§ où 
2 y <a — 1, la seconde formule du n° 314 donnera 

{am) 17 , (bm)' 7 , (cm)** ,. __ 



ab.ac.ad... ba.be. bd... ca.cb.cd. .. 

317. Comme cas particulier, posons y = i dans la formule 
du n° 315, ce qui suppose trois points a y b, c en ligne droite, 
il reste 

( am y ( bm ) 2 ( cm ) 2 __ 

ab.ac ba.be ca.cb ' 

ce qui revient à 

( a m) 7 . bc -f- ( bm ) 2 . va 4- ( cm )' . ab -f- rïft . bc ca —■ o 



— ■»»«■ 
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CHAPITRE XII. 



DROITES MOBILES, TRIANGLES HOMOLOGIQUES. 



L — Description d'une droite par points. 

318. Étant donnés un angle ASA' (fig* 93) et deux points O 
et O' en ligne droite avec son sommet, si autour d'un point 
fixe p on fait tourner une transversale qui rencontre les côtés 
de l'angle en a et a*, le point de concours m des droites Oa, 
Oa' engendrera une droite. 

En effet, les lignes telles que paa f déterminant sur les côtés 
de l'angle donné des rapports anharmoniques égaux (98), on 
a sur ces côtés deux séries de points a et a 1 (102) où le som- 
met S est son correspondant à lui-même. Donc OSO ; réunit 
deux rayons homologues dans les faisceaux O et O' dont Oa ' 
et Oa' font partie : par conséquent (109), leur intersection m 
sera sur une droite fixe. 

Joignons pO qui coupe SA' en y? et pO' qui coupe SA en n> 
la construction générale fait voir que p et n sont sur cette 
droite. {Voir une autre démonstration, n° 392.) 

319. Si autour d'un point fixe p on fait tourner une droite 
qui rencontre deux droites fixes SA, SA' [fig* 94) en deux 
points a et a' 9 et que de deux autres points fixes P et P', en 
ligne droite avec le premier, on mène des rayons à ces deux 
points respectivement, le point d'intersection m de ces deux 
rayons décrira une ligne droite passant par le point de con- 
cours des deux droites fixes. 

En effet, les points a et a! marquent encore sur SA et SA' 
deux divisions homographiques; par conséquent P et P' sont 
les sommets de deux faisceaux homographiques aboutissant à 
ces divisions. Ces deux faisceaux ont deux ravons coïncidents 
suivant la droite PP', donc leur point d'intersection décrit une 
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ligne droite (109), et comme, dans ces deux divisions, le 
point S se correspond à lui-même, on voit que cette ligne 
droite est mS. 

320. Les rayons Va, Va? rencontrent les deux droites SA', 
SA respectivement en deux points a, al, et la droite acd tourne 
autour d'un point fixe R situé sur la droite pPP'. Car les fais- 
ceaux P et P', étant homographiques, le seront dans un sens 
comme dans l'autre, c'est-à-dire que les points a el a* marque- 
ront des divisions homographiques sur les côtés de l'angle ASA' 
dont le sommet S sera encore homologue à lui-même. Ainsi 
l'égalité des rapports anharmoniques fera, réciproquement à ce 
qu'pn a vu dans le n° 98, que les droites telles que olol' con- 
courront en un même point, et ce point est sur la droite pPP' 
parce que cette droite est elle-même une des positions de la 
droite olol'. 

Si P' se confond avec P, et par conséquent avec m, les droites 
telles que olol' concourent toujours en un point R placé 
sur pP. 

321. On peut considérer le triangle variable amd (fig.gb) 
comme formé par trois côtés dont chacun passe par un des 
trois points fixes p, P, P', tandis que deux des sommets a et a' 
glissent sur deux droites fixes SA et SA' : alors le théorème 
précédent consiste en ce que le troisième sommet m est aussi 
sur une droite fixe qui passe par le point de concours S des 
deux premières. 

Ce théorème, qui résume dix po ris mes d'Euclide, est géné- 
ralisé par Pappus dans l'énoncé suivant ; 

Étant donné un polygone de n côtés, si on le déforme en 
faisant tourner tous ses côtés autour d'autant de pôles situés 
en ligne droite, de manière que tous ses sommets, moins un, 
glissent sur des droites fixes, i° le dernier sommet décrira une 
ligne droite; 2° le point de concours de deux côtés quelconques 
non contigus décrira aussi une droite (fig. 96). 

Soient a, a', a",..., a n les n sommets du polygone dont 
les n côtés a n a, aa', . . . , tournent autour de n points fixes P, P', 
P",..., situés en ligne droite, tandis que ses /i — 1 premiers 
sommets a, a',..., glissent sur n — 1 droites A, A',...; je 
dis que le dernier sommet a n décrit une ligne droite et que le 
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point de concours de deux côtés quelconques, tels que aa' et 
a tt a'\ décrit aussi une ligne droite. > 

En effet, deux côtés consécutifs tels que aa' et a! a", qui 
tournent autour de deux points fixes P, P', forment deux fais- 
ceaux homôgraphiques, puisque leur point d'intersection glisse 
sur une droite A', la droite PP' étant un rayon commun de ces 
deux faisceaux; cela se voit comme inverse du n° 109. Pareil- 
lement, le côté suivant a!* a'" forme autour du point P" un fais- 
ceau homographique à celui qui a été formé autour du point P', 
et, par conséquent, à celui qui a P pour sommet; et ainsi suc- 
cessivement pour les faisceaux formés par les côtés suivants. 
De sorte que deux côtés quelconques forment, en tournant 
autour de leurs pôles fixes, deux faisceaux homôgraphiques 
dans lesquels la droite PP'P". . . est un rayon commun. Donc 
l'intersection de ces deux côtés décrit une ligne droite (109), 
ce qui démontre les deux parties du théorème. 

II. — Droites concourantes en un point. 

322. Étant donné un angle ÀSÀ' (fig. 93), si autour de deux 
points et 0' en ligne droite avec son sommet S on fait 
tourner deux rayons dont le point de concours m glisse sur 
une droite fixe np, la droite qui joindra les points de ren- 
contre a, a* des deux côtés de l'angle avec ces deux rayons 
passera par un point fixe p. 

Cette proposition est évidente comme reproduisant, sous 
une autre expression, le théorème du n° 318. 

323. Si les trois sommets d'un triangle ama' {fig. 94) glissent 
sur trois droites fixes SA, SA', S m concourantes en un même 
point, tandis que deux de ses côtés tournent autour de deux 
points fixes P et P', le troisième côté aa' tournera autour d'un 
troisième point fixe p en ligne droite avec les deux premiers. 

Ce théorème est encore évident comme étant une expres- 
sion inverse du théorème démontré n° 319, tel qu'il est énoncé 
au commencement du n°321. 

324. Ce théorème s'étend, comme il suit, à un polygone 
d'un nombre quelconque décotes. 

Étant donné un polygone de n côtés, si on le déforme en 
faisant glisser ses n sommets sur des droites concourantes en 
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un même point, tandis que n — i de ses côtés tournent autour 
de n — i points fixes pris arbitrairement, le n ième côté du poly- 
gone tournera autour d'un point fixe , ainsi que chacune de 
ses diagonales (fi g» 96). 

Soit aa'a"a'" . . . le polygone dont les soiqmets à, a' f a", . . . , 
glissent sur les droites A, A', A", . . . , toutes concourantes en 
un même point S, tandis que les n — 1 côtés «a', aV,a"a w ,.. . , 
tournent autour des points P, P', P", . . ., pris arbitrairement. 
Je dis que le dernier cèté aa a ppssera toujours par un même 
point, et qu'il en sera de même de chacune des diagonales, 
telles que a' a'", 

En effet, deux points conligus a' 9 a" marquent sur deux 
droites SA', SA" deux divisions homographiques dont le 
point S est un point commun, puisque le côté a' a" tourne 
autour d'un point P' (98). Pareillement, le point suivant d" 
marque sur la droite SA ;// une division qui est homographique 
à la division marquée Sur A", et, par conséquent,, à celle qui 
est marquée sur la droite A\ et ainsi de suite. Donc deux som- 
mets quelconques forment sur les deux droites qu'ils par- 
courent deux divisions homographiques qui ont un point com- 
mun en S, point de concours de ces deux droites. Donc la 
droite qui joint ces deux sommets tourne autour d'un point 
fixe, ce qui démontre les deux parties du théorème. 

III. — Triangles homologiques. 

325. Les théorèmes qui précèdent, relatifs à des triangles 
ou polygones variables, nous amènent nalurellemeqt à consi- 
dérer les triangles qu'on appelle homologiques, et qui se cor- 
respondent l'un à l'autre dans les circonstances que nous 
allons étudier. 

Quand deux triangles ont leurs sommets deux à deux sur 
trois droites concourantes en un même point, leurs côtés se 
rencontrent, deux à deux, en trois points situés en ligne droite 

• Soient ABC, abc les deux triangles dont les sommets sont, 
deux à deux, sur les trois droites Aa, Bb, Ce concourantes en 
un même point S; je dis que les trois côtés AB, BÇ, CA du 
premier rencontrent respectivement les trois côtés ab, bc, ca 
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du second en trois points y, a, (3 situés en ligne droite. 
En effet, puisque Ce, ka, Bb passent en S, ces droites 
seront trois rayons d'un faisceau S que nous compléterons 
par Sy, et ces droites diviseront dans le même rapport anhar- 
monique les directions ab et AB (98) : soient donc d et D 
les points où ab et AB rencontrent Ce, les points d, a, b> y ont 
le même rapport anharmonique que les points D, A, B, y. 
Par conséquent, les deux faisceaux cd, ca, cb 9 cy et CD., CA, 
CB, Cy sont homographiques, et les deux rayons homologues 
cd, CD sont en ligne droite : il en résulte donc (109) que les 
points a, (3, y où se coupent les autres rayons homologues 
sont en ligne droite 

326. Réciproquement, si deux triangles sont tels, que leurs 
côtés se coupent, deux à deux respectivement, en trois points 
situés en ligne droite, leurs sommets sont sur trois droites 
concourantes en un même point. 

Il suffit de renverser le raisonnement précédent. 

Les trois points a, (3, y étant en ligne droite, cette droite 
est coupée aux quatre mêmes points par les lignes cd, ca, 
cb, cy et CD, CA, CB, Cy. Donc les faisceaux c, C sont ho- 
mographiques, c'e^t-à-dire que les points d, a, b, y et leurs 
homologues D, A, B, y ont un même rapport anharmonique. 
Par conséquent, les rayons cd, CD étant en ligne droite et le 
point y étant commun à deux autres rayons homologues, les 
droites kà, Bb concourent sur la ligne Ce. 

327. Lemme (fig. 98). — Étant pris sur une première droite 
deux points A, B, et sur une seconde deux points a, b, et 
étant menées les droites kà, Bb qui se rencontrent en un 
point S; si Von fait tourner la seconde droite ab autour de 
son point de rencontre y avec la première, le point S change 
de position, et alors il arrive : 

i° Que la droite menée par le point S parallèlement à la 
droite ab dans chacune de ses positions rencontre la droite AB 
toujours en un même point I ; 

2 Que le point S décrit un cercle qui a pour centre le point 1. 

En effet, malgré la rotation de la ligne ab autour du point y, 
les distances de a et de b à y étant invariables, on peut regar- 
der le points, dans chacune de ses positions, comme le som- 
met d'un faisceau par lequel les droites AB, ab sont divisées 
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homographiquemenl : ici A correspond à a, B à b, y à lui- 
même, el enfin, SI étant parallèle à ab, le point 1 sur AB est 
le correspondant de l'infini sur ab. Or, nous avons vu (105) 
que trois points correspondants A, B, y et a, b, y sur deux 
droites homographiques suffisaient pour trouver sur la pre- 
mière le point I, correspondant de l'infini sur la seconde. 
Donc ce point I est constant, ce qui démontre la première 
partie du lemme. 

Quant à la seconde, les triangles semblables SBI et 6By 
donnent 

SI BI 0¥ BI.*y 

T y = Wy ° U SI = -BT 

Cette valeur de SI étant constante, le point S décrit un cercle 
qui a pour centre le point I. 

328. Le numéro précédent suppose que la^/îg". 98 est tou- 
jours dans un même plan. 

Si, au contraire, la droite ab, en tournant autour de son 
point de rencontre y avec la ligne immobile AB, passe dans 
des plans différents, cette figure pourra toujours se construire 
dans chacun de ces plans et SI gardera toujours la même valeur : 
donc le point S décrira une sphère ayant le point I pour centre. 

329. Étant donnés deux triangles homologiques, comme 
dans les n M 325 et 326, on appelle axe d'homologie la droite 
où se coupent les côtés correspondants. Cela posé, nous dé- 
montrerons le théorème suivant : 

Quand deux triangles sont homologiques, si l'on fait tour- 
ner le plan de l'un d'eux autour de l'axe d'homologie, les 
droites qui joignent deux à deux leurs sommets homologues 
concourent en un même point, et ce point, variable de posi- 
tion, décrit un cercle dont le plan est perpendiculaire à l'axe 
d'homologie (fig. 99). 

En effet, si Ton fait tourner le triangle acb autour de la 
droite ap, les deux droites AB, ab, qui se rencontrent en y, 
sont dans un même plan, et par conséquent les deux droites 
Aa, Bb se rencontrent, puisqu'elles sont dans ce plan. Pa- 
reillement la droite Aa rencontre la droite Ce, et celle-ci 
rencontre la droite B6. Or, ces trois droites Aa, B b et Ce qui 
se rencontrent deux à deux ne sont pas dans un même plan : 
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il s'ensuit qu'elles se rencontrent en un même point S. 

Menons par ce point, aux trois côtés du triangle abc, des paral- 
lèles qui, étant dans un même plan parallèle à celui du triangle, 
rencontreront les cotés de l'autre triangle ABC resté fixe en 
trois points I, J, K, situés sur une droite parallèle à l'axe 
d'homologie afiy, puisque cet axe est l'intersection du plan 
de ABC par le plan de abc, parallèle à celui qui passe en S. 
D'après ce qu'on a vu (328), ces trois points resteront fixes et 
seront les centres de trois sphères sur lesquelles se mouvra le 
point S. Donc ce point décrira un cercle, intersection com- 
mune de ces trois sphères : de plus, comme elles ont leurs 
centres sur la droite IJK, cette droite contiendra aussi le centre 
de ce cercle, dont le plan sera aussi perpendiculaire à IJK, 
ainsi qu'à sa parallèle a(3y. 

On verra plus loin (370) une démonstration analytique du 
mêrtie théorème. 

330. Les trois droites A«z, Bb, Ce concourant dans chaque 
position en un même point S de l'espace, les deux triangles 
sont toujours la perspective l'un de l'autre, ce point S étant 
1a position de l'œil; on a donc aussi l'énoncé suivant : 

Quand on a mis en perspective une figure plane sur un ta- 
bleau plan 9 si Von fait tourner le tableau autour de la ligne 
de terre (on appelle ainsi l'intersection du plan de la figure 
par celui du tableau), les deux figures restent en perspective, 
et le lieu de l'œil, qui change de position dans l'espace, dé- 
crit un cercle situé dans un plan perpendiculaire à la ligne de 
terre. 

IV. — Notions sur les figuhes homologiques. 

331» II est évident que l'on peut étendre, comme nous ve- 
nons de le faire, les résultats obtenus sur des triangles à des 
polygones et à des figures quelconques. Mais si le plan de la 
seconde figure abc finit par s'appliquer sur celui de la pre- 
mière ABC, il n'y a plus perspective proprement dite; cepen- 
dant, comme les droites AB, BC, CA rencontrent toujours leurs 
homologues ab, bc, ca sur la droite fixe a(3y, les droites À a, 
Bb, Ce concourront toujours en un même point S (326) qui 
sera, sur le plan commun des deux figures, la position limite 
de l'œil. 

1 1 
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On aura donc sur un plan deux figures telles, que les côtés 
correspondants se couperont sur une droite fixe, et que les 
droites qui joignent les sommets correspondants concourront 
en un point fixe. On les appelle des figures homologiques. 

La droite fixe est Y axe d'homologie, et le point de concours 
est le centre d'homologie. 

332. Cependant M. Poncelet, qui a donné ces définitions, 
considère, dans son Traité des Propriétés projectiles des 
figures, la génération des figures homologiques sous un autre 
point de vue. 

Mettons en perspective, sur un tableau plan, deux figures 
homothétiques contenues dans un même plan (fig. 61); il sera 
facile de reconnaître que les perspectives de abc... et de 
a'b'c'. . . jouiront des deux propriétés qui définissent (331) les 
figures homologiques. D'abord, imaginons la droite qui joint 
la position S de l'œil au centre de similitude O des figures 
homothétiques : nous aurons ainsi la perspective 2 du point O. 
Comme Qa passe aussi en o*, le plan des droites S02 et Oa 
coupera le tableau suivant une droite qui contiendra à la fois 
la perspective de a et celle de d y c'est-à-dire que le point 2 
sera le centre de similitude des deux figures. 

Pour achever la démonstration, observons que les parallèles 
ab, a'b' sont projetées par les deux plans Sab, Sa'b' qui se 
coupent suivant une droite SA, évidemment parallèle à ces 
lignes; donc SA ne rencontrera pas le plan aba'b' où elles sont 
contenues, mais coupera le plan du tableau en un point A, qui 
sera l'intersection des projections de ab et de a'b'. 

Chaque couple de côtés parallèles, dans les figures homo- 
thétiques, donnera ainsi une droite analogue à SA» et l'en- 
semble de ces droites, étant formé de lignes parallèles à un 
même pian, sera un plan parallèle à celui des figures homo- 
thétiques. Ce plan parallèle coupera donc le tableau suivant 
une droite parallèle à la ligne de terre, et qui contient l'in- 
tersection A des projections d'un couple quelconque de côtés 
parallèles; donc cette droite sera l'axe d'homologie. 
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1. — Formules générales. 

* 
333. D'après la définition des figures homologiques (331), il 

est facile de résoudre le problème suivant : Étant donnés lès 

éléments de l'homologie et un point de l'une des figures , 

trouver le point correspondant de l'autre figure (fig. ïoo). 

Soient S le centre et aP Taxe d'homologie ; soient a et À 
deux points correspondants, qui sont placés, par conséquent, 
sur une droite passant en S; enGn soit b un point de l'une des 
figures: il est clair que, pour avoir son correspondant B, il 
faudra joindre ab qui coupe aP en a, joindre «A qui coupe &b 
en B, et que B sera le point demandé. 

33^. Cette construction peut se traduire en calcul pour don- 
ner les formules de l'homologie. Nous prendrons pour axe 
des x la droite Sa A qui coupe l'axe d'homologie en P, et l'axe 
des y sera la parallèle menée du centre S à l'axe d'homologie: 
nous poserons SP =p 9 Sa = d, SA = <$', et enfin x et y seront 
les coordonnées de b, x' et y' celles de B. 

Cela posé, on aura évidemment 

(t) ' -=£• 

[ ; * y' 

Ensuite, soit aP = A, les triangles aaP, abn donnent 

h = P~ s : 

y x — d' 

de même, les triangles AaP, ANB donnent aussi 

h _ à' — p . 

f ~ è'—x' ' 
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divisant pour éliminer A, il reste 

r_ x _ (*—*)(*'— p) 

Nous allons exprimer x et y en fonction de ar* et de j', car 
l'équation d'une courbe en x et y donnera ainsi celle de la 
courbe homologique en x 7 et y'. 

Il vient donc 

x(d' — x , )(p — d) = x'(x — è)(d' — p) 9 

d* « 
ou 

x[d'(/?— a>— x(v— »))=— x'»{&'— p), 

et ' 

_ x'Sji'—p) 

x — ^(y — d) — d'(p — d)' . 
De là on tire 

- _ x'djd— p)+.w(p — d) __ à( P —d)($'— x') 

X **(* — *) — «'(!> — *) —*{V— d) — V(p — i) 

D'après cela, l'égalité (2) se réduit à 

r*ï T — * — *W—p) . 

et il faut bien observer que le numérateur du dernier mem- 
bre est constant. 

Si l'origine, au lieu d'être le centre d'homologie S, était un 
point quelconque 0, les coordonnées du point S étant x , y ù9 
les formules deviendraient 

(f\ y—y* — *— x * w—p) 

' y— 7.-"*' — *.~{x*-x.)(V-i) — &(p — à)' 

les coordonnées gardant encore la même direction. 

335. Nous allons maintenant démontrer que si les coordon- 
nées des points correspondants de deux figures homologiques 
sont liées, pour un certain système de coordonnées, par deux 
relations de la forme 

(5) y—y. = x-x. ^ 1 

y — y x' — x fx' -h my ' -h n 
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tout autre système de coordonnées conduira à des équations 
de la même forme. 
En effet, posons 

* = aX-+-pY-hy, r =a'X-h|3'YH-/, 

il en résultera 

. «'(X-Xo)H-(y(Y-Yo) _ g(X — X,) + P(Y — Yo) 
a'(X' — X )H-(3'(Y' — Y )7 a (X' — X«)+(3(Y' — Y.) 

==A. 



LX' + MY'H-N 
Alors 

a(X - Xo) 4- (3.(Y — Y») = A«(X' - X.) -h A(3(Y' — Y.), 

et 

a'(X — X.)+(3'(Y — Y.) = A«'(X'— X.) + AP'(Y' — Y.). 

t 

Multiplions la première égalité par (3', la seconde par (3, et 
retranchons; en supprimant le facteur commun a (3' — a' (3, il 
vient 

X — X a = A(X'— Xo), 



ou 



de même, 



A Xp . 

X' — Xo . ; 
Y — Y 



et enfin 



Y ' — Y 
X — Xo Y — Y 



= A, 



X. — Y' — Y LX' -+-MY'4- N 



qui présente la même forme que les équations (5). 

En divisant les deux termes du dernier membre par $ (d f — p) 
dans l'équation (4), on trouve un cas particulier des équa- 
tions (5) qui, par conséquent, représentent Thomologie d'une 
manière générale. 

336. Maintenant nous allons, au contraire, prendre ces équa- 
tions (5) comme définition de I'homologie, et en conclure les 
propriétés géométriques exposées au n° 331. 
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D'abord on reconnaîtra qu'une droite d'un système corres- 
pond à une droite de l'autre; car si la fonction en x et y est 
du premier degré, la fonction en x r et y' que Ton obtiendra 
en remplaçant, d'après les équations (5), x et y par leurs va- 
leurs, sera aussi du premier degré. En général, le degré des 
lignes ne change pas par l*homologie. 

Ensuite, les points communs aux deux systèmes donnant 

x = x', y=y' 9 

les équations (5) reviennent à 

i 

lx'-\-m/ -h n 9 

c'est-à-dire que Ton a 

ïx* -\-mf -\-n = i, ou bien lx-t-my-i-n = i* 

C'est l'équation d'une droite qui sera Yaxe d'homologie; car 
il est clair, à plus forte raison, que les droites correspondantes 
des deux systèmes se couperont sur ce lieu géométrique. 

Enfin, deux points correspondants sont sur une droite qui 
passe par un centre constant d'homologie représenté parx,,^,. 
En effet, les équations (5) donnent 

X ™ ~ " Xq iMi " p— ~" X § 

ce qui démontre ce dernier théorème. 

337. Nous venons de voir que l'axe d'homologie est géné- 
ralement le lieu des points qui se correspondent à eux-mêmes. 
Cependant, en dehors de cet axe, le centre d'homologie est à 
lui-même son correspondant : en effet, si l'on a 

x — x t9 y — jo> 

il en résulte 

4 

X > — xr , y — y 99 

et réciproquement. 

Si une droite est parallèle à taxe d'homologie, la droite 
correspondante est aussi parallèle à cet axe, car nous venons 
de voir que le point de concours 3e ces droites correspondantes 
est sur l'axe d'homologie; or, comme la première est parallèle 
à cet axe, la seconde doit ne le rencontrer qu'à l'infini. 
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L'homologie étant un cas particulier de Ja perspective ( 331 ), 
quatre points d'une figure ont le même rapport anharmonique 
que leurs correspondants de Vautre figure; de même, les rap- 
ports anharmoniques de deux faisceaux correspondants de 
quatre droites seront égaux. Mais cette réduction de l'homo- 
logie à la perspective et, par suite, les théorèmes précédents, 
seront démontrés par l'analyse ( 369 ) en partan t des formules( 5 ). 

Observons enfin que les équations 



(5) 



y—y* _ x— x * _ 



y' — y % x' -r- x» lof 4- my' H- n 

donnent symétriquement 

(6) y'—y. __ x' — x. i 



y — y$ x — x l' x •+- m* y -\- n' 

Les équations (5) ont donné 

Ix -h my H- n — i = o 

pour équation de Taxe d'homologie •: les équations (6) donne- 
raient de même 

Vx 4- m' y -f- n' — i = o. 

On aura donc les identités 

l V m m 1 



n — i n' — i n — i n' 



II. — Application aux coniques. 

338. Deux coniques quelconques sur un même plan sont 
toujours deux figures homologiques. 

Soient S = o, S' = o les équations de ces coniques; le 
théorème sera démontré si Ton peut, en remplaçant dans la 
première de ces équations x et y par leurs valeurs tirées des 
équations (5), reproduire l'équation de la seconde. Or cela est 
toujours possible en général, car l'équation d'une conique n'a 
que cinq coefficients, et l'on a ici cinq quantités à déterminer, 
savoir : x 9j y 9 , t> m et n. 

On trouve donc tous les éléments de l'homologie. Du reste, 
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cette propriété fondamentale des coniques est évidente d'a- 
près le n° 331, dans lequel nous avons vu que l'homologie 
était un cas particulier de, la perspective, théorème que nous 
démontrerons encore par l'analyse au n* 369. 

339. Le centre d'homologie de deux coniques est le point 
de concours de deux tangentes communes à ces courbes. 

Du centre d'homologie, quel qu'il soit» menons à la pre- 
mière conique deux tangentes dont chacune rencontrera cette 
courbe en deux points inûniment voisins; les homologues 
de ces points, sur la seconde courbe, seront aussi inûniment 
voisins deux à deux; par conséquent, les droites homologues 
des tangentes à la première courbe seront des tangentes à la 
seconde. Cependant toutes ces tangentes peuvent êlre ima- 
ginaires. 

Nous reconnaîtrons bientôt (347) que la réciproque n'est 
pas vraie, c'est-à-dire que le point de concours de deux tan- 
gentes communes n'est pas toujours un centre d'homologie. 

340. L'axe d'homologie de deux coniques est une corde 
commune à ces courbes. 

En effet, chacun des points où l'axe d'homologie rencontre 
la première conique étant son homologue à lui-même (336) 
se trouve aussi sur la seconde. 

Cet axe étant une sécante réelle, rien n'empêche cependant 
les points communs d'être imaginaires. 

341. Pour plus de simplicité, prenons l'origine au centre 
d'homologie. Ce point étant l'intersection de deux tangentes 
communes (339), l'équation S = o sera de la forme 

af 1 H- bxy -h ex 2 — À (px H- qy + 1 )' = o. 

Ici, en effet, l'équation 

ay 3 -h bxy -J- ex 2 = o 

représente l'ensemble des tangentes réelles ou imaginaires 
conjuguées qui passent par l'origine; car, si cette équation 
est satisfaite, on ne peut plus satisfaire à celle de la conique 
qu'en écrivant l'équation du premier degré 

px -f- qy + i = o, 
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Par conséquent, chacune de ces droites, passant à l'origine, 
ne rencontre la courbe qu'en un point. 

De plus, comme ces deux points de contact sont sur la 
droite qui a pour équation px -+- q y -f- 1 = o, on voit que 
cette équation' représente la polaire du centre d'homologie, 
qui est ici l'origine. , 

342. L'équation S' = o de l'autre conique sera de la forme 

ay' 2 -h bx' y' -h ex'* — V {p f x' -h q'y' -+- 1 Y = o. 

Ici a, b, c sont les mêmes quantités que dans S = o, puis- 
qu'il s'agit de tangentes communes aux deux coniques. 

Afin d'établir entre les autres coefficients de ces équations 
les ceftiditions nécessaires pour que ces coniques soient ho- 
mologiques, il faudra poser dans S = o (puisque x t et y Q sont 
nuls) 

x 1 y' 



ix' -h my' H- n J lx' ~\- my' -+■ n 

Après cela, supprimant le dénominateur (lx* -+>my r + «)', 
on a 

ay'* 4- bx f y f -h ex 1 * — X [#' (p 4- /) 4- y' '{q 4- /») 4- i»]' = o. 

Afin d'identifier avec S' = o celte transformée de S = o, il 
suffit de poser 

Comme l'identification doit être vraie pour toutes les valeurs 
de x' et de y' f on a 



yjj = q + m 9 ^yj=^ + /. 



(Si le trinôme /7# 4- qy-hi avait été écrit au premier degré 
et non au second, les termes du second degré auraient été les 
mêmes dans les équations des deux coniques, et ces courbes 
auraient été semblables, cas particulier que l'on ne suppose 
"point. ) 

343. A un centre d'homologie de deux coniques corres- 
pondent deux axes d'homologie. . 
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Nous avons vu (336) que l'axe d'homologie avait pour 
équation 

lx H- my -+- n — i = o. 

Mais, d'après le numéro précédent, / = p'n — p, m = q'n — q 9 
de sorte que cette équation devient 

(P' n — P) x + ( q'n— q)x H- n — i = o, 
ou bien 



v$ 



fi 



344. On vérifie ainsi le théorème du n° 340; car, si Ton re- 
tranche les équations S = o, S' = o, il reste, d'après la forme 
de ces équations ( 341 et 342 ), 

1' {p'x -h g'j4- 1)> = Hpx -hqy-h i)% 
d'où 

y [p'x + q'y-hi) s^ + çt'+i; 

ainsi l'on retombe sur l'équation précédente. Or, en retran- 
chant S = o et S' = o, on obtient évidemment des sécantes 
communes. 
Outre cela, nous avons vu (341) que les équations 

px -t-qy+i = o, p'x + q'jr-h i = o, 

représentaient les polaires du centre d'homologie relativement 
à chacune des coniques. Or, d'après ce que nous venons de 
voir, l'ensemble de ces équations satisfera celle des deux axes 
d'homologie : donc V intersection des axes d'homologie est 
aussi celle des polaires du centre d'homologie relativement à 
chaque conique. 

345. Si deux coniques ont un même point de contact avec 
une même droite, ce point est un centre d'homologie; on dit 
alors que les coniques se touchent. 

Une conique tangente en un point donné, que nous pren- 
drons pour origine, à une droite fixe, qui sera l'axe des ab- 
scisses, aura pour équation 

x i — y(aa?-f-(5/-f-y) = o. 



>>. 
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En effet, si Ton pose ^ = 0, il reste la seule valeur x = o, ce 
qui montre que Taxe des abscisses est tangent à l'origine. On 
ne met ici que trois constantes a, (3, y, parce que la tangente 
et le point de contact font deux conditions. 
. Maintenant, si Ton pose 



x 



x 1 r' ' 

lx' -h my' H- n lx' 4- my' -+- n 



il est clair que Ton obtiendra une équation de même forme ; 
par conséquent» la conique homologique de la première, et 
ayant l'origine pour centre d'homologie, sera aussi tangente 
en un même point à la même droite. 

On aurait pu prévoir ce théorème d'après les résultats pré- 
cédents; mais, quoique la tangente commune, ayant le même 
point de contact avec les deux courbes, puisse être regardée 
comme une sécante commune, rien n'aurait prouvé que cette 
sécante fût une de celles qui servent d'axe d'homologie. 

346. Si deux coniques ont un foyer commun, ce point est 
un centre d'homologie. 

L'équation d'une conique rapportée à un foyer comme ori- 
gine, avec des axes rectangulaires, est de la forme 

x 2 -hy a — (a# + PjH-y) 2 =o, 

car cette relation indique que la distance d'un point de la 
courbe à l'origine est proportionnelle à la distance de ce même 
point de la courbe à une droite fixe. 
Si l'on pose 

X' y* 

lx' -h my + n J lx'-h my+ n 

on obtiendra une équation de même forme représentant une 
conique qui aura encore l'origine pour foyer, mais avec une 
autre directrice. Comme chacune de ces coniques aura, dans 
son équation « trois constantes arbitraires, elles sont quelcon- 
ques, sauf leur foyer commun qui équivaut à deux conditions : 
du reste, comme elles sont homologiques, le théorème est dé- 
montré. 
Cela rentre dans la théorie du n° 339 ; en effet on sait, et 
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d'ailleurs il serait facile de vérifier, que le coefficient angulaire 
des tangentes menées à une conique par l'un de ses foyers est 

zfcy 7 — i, les coordonnées étant rectangulaires. Donc ces tan- 
gentes imaginaires seront les mêmes pour deux coniques qui 
auront ce foyer commun. 

347. Nous avons posé (341 et 342) les équations S = o 9 
S' = o, de deux coniques ayant pour tangentes communes 
deux droites dont l'intersection est prise pour origine et dont 
l'ensemble est représenté par ay 2 -H bxy -h ex* = o , ces droites 
étant réelles ou imaginaires. On a aussi déterminé (343) les 
deux axes d'homologie correspondant à l'origine, en partant 

de I. relaUo» » = ±V /f ; ™U ce.» dé.en.toUo» de,..». 

illusoire si X et X' sont de signe contraire. Ainsi l'intersection 
de ces tangentes communes est un centre d'homologie si X 
et)/ sont de même signe; il n'en est plus de même dans le cas 
contraire. 

Il est important de voir la signification géométrique de ce 
résultat dans le cas où ces tangentes communes sont réelles. 
Prenons alors ces tangentes pour axes des coordonnées; l'é- 
quation S = o devient xy= t (px 4- qy •+• i ) 2 ; en effet, il faut 

que a soit nul pour que x = o donne une seule valeur de y, 
et que c soit nul aussi pour que y=o donne une seule valeur 
de x. 
On aura de même, pour S' = o, 

x'y' = j [px' 4- q' y' H- i ) a ; 

du reste, il est clair que b ne peut être nul, sans quoi chacune 
des coniques se réduirait à une droite. 

Or, si X et X' sont de même signe, il est visible que xy et x'y' 
sont aussi de même signe. Ainsi, le point de concours de deux 
tangentes réelles à deux coniques est un centre d'homologie, 
si ces deux coniques sont comprises dans le même angle de 
ces tangentes ou dans les angles opposés au sommet. 

Au contraire, si les angles qui contiennent chacune de ces 
coniques étaient supplémentaires, leur sommet ne serait point 
un centre d'homologie. 



FIGURIS HOMOLOGIQUBS. 1 73 

III. — Problème de Hallby. 

348. Pour arriver à la solution. du problème qui porte ce 
nom, nous allons démontrer, d'après M. de Jonquières, le 
théorème suivant énoncé par Nicollic (Jig. 101 ) : 

D'un foyer F d'une conique, décrivons un cercle de rayon 
quelconque r et menons à deux points quelconques A et À' de 
la conique les rayons FA, F' A' qui déterminent sur la circon- 
férence les points correspondants a et a'; le point D, où, con- 
courent AA' et ad y est sur une droite DE sécante commune 
au cercle et à la conique, et perpendiculaire à l'axe focal. 

De plus, soit B le milieu de AA' et b le point ou FB coupe aat% 

la perpendiculaire abaissée de b sur AA' coupe l'axe focal en 

FP c 
un point P qui est constant, et tel que — = - = e. (Ici c est 

la demi-distance des foyers, et a la moitié de Taxe focal.) 

Pour démontrer la première partie de ce théorème, obser- 
vons que le centre d'un cercle étant aussi son foyer, le point F 
est un centre d'horaologie (346). Donc les droites homologues 
AA', aa! se coupent sur Taxe d'homologie (336), et Ton sait 
que cet axe est une sécante commune aux deux coniques (340). 
Enfin, la symétrie des deux courbes montre que cette sécante 
commune est perpendiculaire à Taxe focal. 

349. Observons que chaque rayon vecteur coupe la conique 
en deux points, tels que A et Ai, et la circonférence en deux 
autres points a et a t ; de même pour l'autre rayon. Les points D 
et D,, où concourent deux cordes AA' et aa!, ou bien A, A, 
et a^d x , qui sont d'un même côté du foyer, sont sur une même 
sécante que nous avons représentée comme passant par deux 
points communs réels. Mais on sait que deux coniques ont 
toujours au moins deux sécantes réelles; il y aura ici, comme 
second axe d'homologie correspondant au centre F d'homolo- 
gie (343), une autre sécante passant par deux points com- 
muns imaginaires , et où concourront les cordes homologues 
du cercle et de la conique placées de côtés opposés du foyer, 
telles que AA' et a ï d l , Ai A', etaa'; mais les limites de la figure 
n'ont pas permis de tracer cette autre sécante. 

350. Quant à la seconde partie du théorème, imaginons dans 



î 
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la conique une série de cordes parallèles à AA' ; les milieux 
de ces cordes sont sur le diamètre OB qui coupe la conique 
en deux points opposés T et T'. La droite homologue de OB 
joipdra le point b, homologue de B, au point P, homologue 
du centre O, qui sera sur la direction FO (336), c'est-à-dire sur 
l'axe focal. Enfin, nous indiquerons par t et t' les points où 
6P rencontre la circonférence. Comme / et /'sont respective- 
ment homologues aux points TetT', les lignes F*T, FT t' 
sont droites (336), en sorte que les angles TFT', t¥t' sont iden- 
tiques. 

Cela posé, imaginons par le point F une droite parallèle à ÀÀ', 
c'est-à-dire aux tangentes en T et en T'. Soit aussi F' l'autre 
foyer, le parallélogramme FTF'T' montre que TF' est parallèle 
à FT'; donc, d'après les propriétés fondamentales de la tan- 
gente, cette parallèle, menée de F à AA', sera bissectrice de 
l'angle TFT' = /Ff. Mais, puisque F*'==F* comme rayons 
d'un même cercle, celle bissectrice sera perpendiculaire à t?> 
c'est-à-dire à bP; donc aussi 6P sera perpendiculaire à AA'. 

351. Enfin, il reste à calculer sur FO la position du point 
constant P, correspondant de 0. L'axe non focal OC étant pa- 
rallèle à l'axe d'homologie DI),, il en sera de même pour Pc, 
homologue de OC (337). La ligne FcC étant droite, puisque c 
et C sont homologues, on a * 

FP_FO 
Fc~~ FC ; 
mais 

Fc = r, FO = c, 

et l'on sait que FC est égal à a, moitié de l'axe focal ; donc 

FP_c__ 

r a 

352. Ce qui précède permet de déterminer le second foyer F' 
de la conique. Menons de l'un des deux points pris sur cette 
courbe, tel que A', le diamètre A'O, dont l'homologue a'P 
coupe encore la circonférence en g. On voit que Fg- passera 
au point G, homologue de g, et qui ,est la seconde intersec- 
tion de A'O avec la conique; du reste, le point g est connu 
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puisqu'il se trouve sur a' P. Dès lors, le parallélogramme 
A'FGF' montre que A'F' est parallèle à F g. 

353. On peut encore démontrer sur cette figure le théorème 
accessoire que voici ; 

La médiane AB d'un triangle FAA' coupe la corde aa' d'un 
arc de cercle de rayon F» en un point b tel, que le rapport de ba 
à ba' est inverse du rapport de FA à FA'. 

En effet, soit D l'intersection de AA' et de aa', et considé- 
rons successivement les triangles DaA, Da'A' coupés par la 
transversale F6B. 

Nous aurons les deux égalités (2)' 

Dft.aF.AB = DB.AF.a6, 
DB.A'F.a'& = Dft.a'F.A'B. 

Multipliant, et effaçant de part et d'autre D6, aF = «'F, 
AB = A'B, il reste en effet 

A'F.a'6==AF.aè 

354. Voici maintenant l'énoncé du problème de Halley : 
Étant donnés trois points A, A', A" et un foyer F d'une co- 
nique, construire la courbe. 

Soient D et E les points où se coupent AA' et aa', A' A" et 
a! a" \ seulement, D et E devant être sur la même sécante 
commune, nous avons vu (349) que, si AA' et aa* étaient d'un 
même côté du foyer, il fallait prendre de même A' A" et a! a". 

La perpendiculaire abaissée de F sur DE sera l'axe focal : 
soit B le milieu de AA'; du point b où FB coupe aa 1 nous 
abaisserons sur AA' une perpendiculaire qui coupera cet axe 
focal au point P, homologue du centre inconnu de la co- 
nique. 

Joignons a'P qui coupe en g la circonférence; A'F' parallèle 
à Fgr coupe FP au second foyer F' : alors est le milieu de 
FF'. Enfin, c = FO étant connu, on trouve le demi-axe 

rc 
a = FP* 

Cette méthode, applicable à des ellipses peu excentriques, 
telles que les orbites des planètes, remplace la méthode ordi- 
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naîre où l'on emploie la directrice, située alors à une distance 
considérable. 

355. Cependant il y a quatre solutions, et même on pourrait 
d'abord en supposer huit. Il s'agit de grouper les points de la 
circonférence a 9 d 9 a" et leurs opposés a i9 d xy d! A \ or, on 
reconnaîtra que, quand on a pris une combinaison telle que 
a, a', a", les points opposés donnent la même conique. On 
trouverait en effet le point P, situé sur l'axe focal à la distance 
FP, = FP, et de sens contraire. Alors ¥g t est le prolongement 
de ¥g 9 ce qui donne les mêmes points F' et O, et la même va- 
leur de l'axe, focal. 

Mais les trois combinaisons suivantes, 

a, a 1 9 ct x y a 9 a\ 9 a" 9 a l9 d ', a" 9 

ou bien celles des points respectivement opposés, donnent trots 
autres coniques qui satisfont aussi au problème. Ces quatre 
coniques ont le même axe focal, car les deux axes d'homo- 
logie auxquels on est conduit sont parallèles par suite de la 
symétrie. 

La première conique, celle pour laquelle les points du 
cercle sont, relativement au foyer donné, tous du même côté 
que les points de la conique, ou tous de côtés opposés, est, soit 
une ellipse, soit une parabole, soit une hyperbole dans la- 
quelle les trois points sont sur la même branche. En effet, 
cette condition est nécessaire pour que cette hyperbole puisse 
dégénérer en parabole. 

Enfin, les trois autres coniques sont des hyperboles où deux 
points donnés sont sur une branche et le troisième sur Vautre 
branche. 

356. Théorèmes sur les tangentes. — Dans la^g-. 101, si A 
et A' se confondent en un seul point avec B, pour que AA' 
devienne tangente, le rayon vecteur FB de ce point coupera 
le cercle en b 9 et Ton obtiendra Ja tangente en abaissant du 
point de contact une perpendiculaire sur b P. Mais, pour que 
la construction soit plus simple, nous prendrons r = a 9 de sorte 
que la formule 

FP _£ 

r ~~ a 
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se réduira à FP = c, le point P étant alors confondu avec 0. 
Voici donc la construction (fig. 102). 

Du foyer F comme centre et d'un rayon FC = a décrivez un 
cercle, joignez F au point donné B par une droite qui coupe 
la circonférence en b, enfin joignez 06; la perpendiculaire BT 
sur Oh est tangente en B. 

La figure est fajte pour une ellipse, mais la construction 
serait la même pour une hyperbole, sauf que B et b devraient 
être pris de côtés opposés du foyer F. 

FP 

Quant à la parabole, — = e = 1 ; alors r = FP est arbitraire 

[fi%* ïo3). Des points où la circonférence coupe Taxe focaL 
soit P celui qui est opposé à la directrice, et l'on aura pour 
tangente BT perpendiculaire à P b. Ici, comme pour l'ellipse, 
B et b sont du même côté du foyer. Du reste, P, opposé à B et b t 
opposé à b donnent la même tangente. 

IV. — Lieu géométrique. 

357. «Si par deux points fixes A et B, pris sur une ellipse 
donnée, on fait passer des circonférences de rayons variables, 
on demande le lieu géométrique des points M où concourent 
les tangentes menées à l'ellipse et à chacun de ces cercles 

ifig- I0 4)- 

Cette question a été résolue géométriquement par M. Ge- 
rono (Nouvelles Annales, t. X, p. 4°8). Mais l'analyse ordi- 
naire ne donnerait pas uniquement l'équation du lieu cherché, 
parce que les quatre tangentes communes, que le calcul in- 
dique toujours pour deux coniques, se coupent deux à deux en 
six points. Cependant il n'y en a que deux qui réunissent des 
tangentes contenant les coniques dans le même angle ou dans 
l'angle opposé, et nous avons vu que cette condition est rem- 
plie dans Thomologie (3V7). Il fallait donc avoir recours aux 
formules de cette nature pour n'obtenir, au lieu de cette 
équation complète, que le facteur du second degré qui seul 
résout la question : c'est ce qu'a fait M. Breton (de Champ), 
par le calcul suivant. 

Le centre d'homologie entre l'ellipse el un cercle étant le 
point M du lieu, l'axe d'homologie sera la corde commune AB 

12 



178 OUNTK XIII. 

qui a pour équjtioii y = ux -h*. Mais l'équation de Taxe d'ho- 
mologie étant [330} 

/jr -f- m/- -f- n — 1=0, 
on trouvera, en identifiant, 

/= — mu, #1 = 1 — /w>; 

donc le dénominateur lx* -k- my -+- n des formules d'homolo- 
gie devient 

«Par conséquent, d'après les formules (5), il faudra substituer, 

dans l'équation 

x* y* 

de l'ellipse, les expressions 

x' — x, , r / —r» 

x — x *^-zrrrj — —> — rrrr> r=r* + 



m(y — ux' — v)-hi J J m(y—ux' — v)-hi 

Ici x ê et y ê sont les coordonnées du point M, x 1 eiy celles 
d'un point de la courbe homologique: il reste à exprimer les 
conditions nécessaires pour que cette courbe soit une circon- 
férence. 

L'équation obtenue par cette substitution est 



• 1 x' — x a \ a 

- 1 *•+ -y „*'_„)+,; 



I 



b>\ 






ou bien 

— [a?'(i — mux )-\-mx y — mvxt] 7 



a* 



■fi [y (1 4-/w/o) — mnyox'— mvy^Y 
= [m(/ — u#' — v) + i] J . 
Mais il est inutile de développer cette équation; il suffit 
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d'annuler le coefficient de x'y J et d'égaler ceux de x' 1 et de 
/", afin que la courbe homologique de l'ellipse soit un cercle. 
Entre ces deux relations, il faudra éliminer m et il restera 
l'équation cherchée en x et y 9 . Seulement nous allons, dès à 
présent, supprimer ces indices. 

La première condition donnera, en supprimant le facteur 
commun 2 m, 

x(i-mixx) tiyii + my) mi± _ n 
d'où 



m 



(x 1 r 2 \ x txr 

pU + fc- , ) =a, *F 



La seconde condition donne encore 

* — , C — L -j Ç-si m 2 a 2 = h — ' , J ' 

a} b> ' a 2 ^ •*' 



2 

m'. 



ou bien 






Dans le premier membre, remplaçant m ( ~i •+• /G — ! ) P ar 
sa valeur déjà trouvée - ( — — t£7 ) > <> n a 



m 






ce qui se réduit à 



H \a* b* } a 7 b* 



Remplaçant encore m par sa valeur et réduisant, on a 

f^)(S-«î?)-(i-p)(5+ï-)^ 

qui donne l'équation cherchée 

\a 2 p 2 **y \« 2 * 2 / 6* a* 

12, 
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I>i%i*ant par 

i i 

afin de ramener â la forme 






on trouve, en identifiant, 



, __ a* a* ( a* — b-) __ b t (à ï — b 

a% ~~fr + âw ry l ~ b*-ha*u 



<*..* 



ce qui montre que 

a\+-b\ = a* — b*. 

^///mi fe //lit cherché est une hyperbole homo focale à l'ellipse 
donnée. 

358. Les valeurs de a? et de b\ ne dépendant que de jx et 
non de v, on voit que le Heu géométrique n'est pas déterminé 
par la position des points A et B, mais seulement par la direc- 
tion de la ligne qui les joint. Ainsi toutes les droites parallèles, 
prises comme cordes communes, donneront la même hyper- 
bole. 

On peut donc concevoir que les points A etB soient imagi- 
naires, c'est-à-dire que la corde commune ne rencontre pas 
l'ellipse ni les cercles homologiques. La question peut même 
s'étendre à des tangentes communes imaginaires; on com- 
prend ainsi comment l'hyperbole pénètre dans l'intérieur de 
l'ellipse. 

Réciproquement, le même problème proposé pour l'hyper- 
bole donne une ellipse homofocale. 

Enfin, à une 'parabole correspond une parabole homofocale 
égale à la courbe donnée et tournée en sens inverse. 

359. On sait (343) qu'un centre M d'homologie correspond 
à deux axes d'homologie, qui sont des sécantes communes 
aux deux courbes (340): on n'a représenté ici que celle qui 
passe par deux points communs réels A et B. Mais on a vu 
encore (344) que l'intersection de ces deux sécantes est aussi 
celle des polaires du centre d'homologie dans les deux coni- 
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ques : or, ces polaires sont ici les cordes de conlact CD et 
CD' ; donc ces cordes se couperont en un point G de AB. 

V. — Application aux coniques homothétiques. 

360, L'axe d'homologie de deux coniques est toujours une sé- 
cante commune; d'ailleurs, deux coniques ont au moins deux 
sécantes communes réelles ; mais, pour deux coniques homo- 
thétiques, nous verrons que Tune de ces sécantes va à l'infini. 

On sait ( 187 ) qu'un centre de similitude est un point de con- 
cours de tangentes communes à deux figures homothétiques. 
Il en résuite que, pour deux figures homothétiques à centre, 
et, en particulier, pour deux coniques homothétiques, les cen- 
tres de similitude sont aussi les centres d'homologie. En effet, 
deux figures homothétiques à centre sont comprises dans un 
même angle ayant pour sommet le centre de similitude externe, 
et dans deux angles opposés ayant pour sommet le centre de 
similitude interne ; cela s'accorde avec ce que l'on a vu pour 
les centres d'homologie (347). 

De plus (189), ces centres de similitude ou d'homologie 
sont sur la même droite que les centres défigure et y forment 
une division harmonique, 

361. Par conséquent, si les équations S =o, S'=o (341, 342) 
représentent deux coniques homothétiques.. on voit que l'ori- 
gine est un centre de similitude en même temps que d'homo- 
logie. Donc, en posant, dans S'=o, x* = rx>y= ry 9 on retrou- 
vera S = o, r étant le rapport de similitude. 

Cette équation S' = o deviendra 

ay* ■+- bxy H- ex 2 — — (p* rx+ </'ry-|-i) J = o, 

et comme l'identification avec S = o doit être vraie pour 
toutes les valeurs de x et de y, on aura 



r 
Mais déjà (342) 
A' 



-==*, p'r = p et q'r=q. 



-r- = n 5 , l=p'n — p, m=zq'n — q, 
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donc 

n = ±r, l = ±p — p, m=±q — q. 

Ainsi, l'équation 

Ix -+- iwy-h « — i = o 

de Taxe d'homologie (336) devient, avec les signes inférieurs, 

r-f- i 
i*r-+-4T + — — = o, 

équation de la sécante commune aux coniques. 
Les valeurs 

» = — r, / = — %p y m= — aç 
donnent alors pour les formules d'homologie 

* __r _ i 



Quant aux signes supérieurs, ils donnent 

n = r, / = o, m = o, 

et Taxe d'homologie correspondant, c'est-à-dire la seconde 
tangente, est à l'infini. On retombe alors sur les formules or- 
dinaires de l'homothétie 

x y » 

Il résulte de là que l'idée de deux points homologues par 
homologie est plus générale que celle de deux points homo- 
logues par homothétie. Eu effet, les deux signes donnent des 
points homologiques, tandis que le signe supérieur ne donne 
que des points homothétiques. De plus, puisque r est diffé- 
rent de l'unité, sans quoi les deux courbes coïncideraient, il 
est clair que deux points homothétiques ne peuvent coïn- 
cider. 

362. Les polaires du centre d'homologie pris pour origine, 
relativement à chacune des coniques données, auront respec- 
tivement pour équation (341) 

px -+- qy -+- i = o et px -+• qy -+- r = o, 
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d'après les valeurs 

p' = P -, f=i: 

r r * r 

le numéro précédent nous a donné aussi 

r-f- i 
px H- qjr -| = o 

pour équation de Taxe d'homologie; ainsi ces trois droites 
sont parallèles, et taxe a" homologie est à égale distance des 
deux polaires. 

Soit donc ce 1 (fig. io5) la ligne des centres de deux coni- 
ques homothétiques, S un centre d'homologie, ah et a! b' 
ses polaires dans les deux courbes, et mn Taxe d'homologie; 
ab y a'b' et mn sont parallèles, et mn p^sse au milieu des deux 
autres lignes. 

Comme l'équation 

, r+ i . 
px -\-qy-\ = o 

a été obtenue sans que Ton ait supposé que S fut le centre 
externe plutôt que le centre interne de similitude, on voit que 
cet axe mn d'homologie sera le même pour les deux centres; 
il passera donc aussi à égale distance de ses polaires de, d r e r , 
qui lui seront encore parallèles. Rien ne prouve que ee r et dd' 
concourent au point S. 

363. Enfin, la direction de ces quatre polaires et de l'axe 
d'homologie sera celle des diamètres conjugués avec ceux qui 
sont sur la droite des centres. 

En effet, si les coniques homothétiques sont deux ellipses, 
on peut toujours imaginer qu'elles aient été obtenues par la 
projection de deux cercles situés sur un même plan. Alors les 
diamètres cg, c' g' de ces ellipses, conjugués avec ceux qui 
se trouvent sur la ligne des centres, sont le$ projections des 
diamètres des cercles perpendiculaires à la droite qui joint de 
son côté les centres de ces cercles. Comme ces diamètres 
perpendiculaires sont parallèles à Taxe radical des deux cercles, 
c'est-à-dire à leur sécante commune, la projection de cette 
sécante, qui sera évidemment la sécante commune des 
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ellipses, se trouvera aussi parallèle à ces diamètres conju- 
gués. 

Le théorème s'étendra aux autres coniques par le principe 
de continuité. 

La même considération de projections cylindriques fait roir 
que trois ellipses, et par suite trois coniques homo thé tiques, 
ont deux à deux trois axes d'homologie qui se coupent en 
un même point. C'est la conséquence du n° 74. 

364. Nous avons vu que deux coniques homothétiques ont 
deux sécantes communes réelles parallèles, dont Tune est à 
une distance finie, et l'autre à une distance infinie. Mais si 
ces courbes sont concentriques, les deux sécantes se rejoignent 
à l'infini. 

On peut dire alors que ces coniques ont un double contact 
imaginaire à l'infini, parce que leurs quatre points d'inter- 
section coïncident deux à deux sur la droite située à l'infini. 

VI. — Divers théorèmes. 

365. Deux coniques qui se touchent en un point ont ce 
point pour centre d'homologie (345); donc, un angle quia son 
sommet en ce point intercepte sur les deux courbes deux 
cordes correspondantes ou homologiques. Si cet angle tourne 
autour de son sommet, en restant de grandeur constante, les 
deux cordes envelopperont deux courbes qui seront honqolo- 
giques; de sorte que les propriétés de Tune feront connaître 
celles de l'autre. 

Cela posé, concevons que l'une des coniques soit un cercle : 
l'angle tournant détermine dans ce cercle une corde qui en- 
veloppe un cercle concentrique; donc la corde interceptée 
dans la conique enveloppe une seconde conique. 

Or, deux cercles concentriques peuvent être regardés 
comme ayant un double contact sur une droite située à l'in- 
fini (364); donc la nouvelle conique a un double contact avec 
la proposée sur la droite qui, dans cette conique, correspond 
à l'infini du cercle. 

On a donc ce théorème : 

Si autour d'un point d'une conique on fait tourner un 
a/igle de grandeur constante, la corde qu'il intercepte dans la 
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conique enveloppe une seconde conique qui a un double con- 
tact avec la proposée. 

366. Si l'angle tournant est droit, la corde qu'il intercepte 
dans le cercle est un diamètre de cette circonférence, c'est-à- 
dire qu'elle passe toujours par le centre du cercle. Or les deux 
courbes, ayant par hypothèse même tangente au sommet de 
l'angle, ont aussi même normale dont la direction sera celle 
du rayon mené du centre du cercle à ce sommet; ainsi ce 
centre sera sur la normale à la conique donnée, d'où ré- 
sulte le théorème suivant : 

Un angle droit tournant autour d'un point d'une conique 
intercepte sur cette courbe une corde qui passe par un point 
fixe situé sur la normale au sommet. 
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CHAPITRE XIV 



FIGURES HOMOGRAPfllQCES ET CORRÉLATIVES 



L — Rédcctiox de l HOMOGBiraiB a l'bobologie. 

367. On appelle figures homographiques deux figures dans 
lesquelles, à des points et à des droites de l'une, correspondent 
respectivement des points et des droites dans l'autre, de ma- 
nière que quatre points en ligne droite dans une figure aient 
leur rapport anharmonique égal à celui des quatre points 
correspondants de la seconde figure, et que quatre droites 
issues d'un même point dans la première figure aient leur 
rapport anharmonique égal à celui des quatre droites corres- 
pondantes de la seconde figure. 

D'après celte définition, je dis que x et y, x 9 et y' repré- 
sentant les coordonnées de deux poinls correspondants de 
chaque figure, on aura 

_ ax* -h by' -f- c __ a'x' -h b'y' -f- c' 

X ~~ <xx'-h*>y'-\-i' *^~" ax* -h(3j' + i 

Ces formules, qui contiennent huit constantes, sont aussi gé- 
nérales que si le terme indépendant était quelconque dans le 
dénominateur, car il est toujours possible de supposer, comme 
nous l'avons fait, qu'on ait divisé les deux termes de chaque 
fraction par un même coefficient du dénominateur commun. 
Il sera d'abord facile de reconnaître que ces formules sont 
les plus générales qui puissent représenter l'homographie; 
en effet, la condition qu'une droite corresponde à une autre 
droite ne serait pas remplie, si les expressions de x et de y 
n'étaient pas du premier degré, et même si les dénominateurs 
étaient différents. 

Mais il faut aussi démontrer que, réciproquement, les for- 
mules précédentes donnent toujours des figures homogra- 
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phiques, c'est-à-dire sur lesquelles on vérifie les égalités de 
rapports anharmonlques exigées par la définition. 

368. Pour commencer la démonstration de ce théorème, 
nous allons faire voir que deux figures déterminées par les 
relations précédentes proviennent, sans déformation, de deux 
figures homologiques; c'est-à-dire que Von peut toujours, 
dans le plan commun, placer l'une d'elles de manière qu'elle 
soit homologique avec Vautre. 

Nous supposerons d'abord qu'on a tout ramené à des axes 
rectangulaires qui donneront toujours des relations du pre- 
mier degré telles que les précédentes. Examinons ensuite 
quel mouvement la première figure peut faire dans le plan 
commun sans se déformer. 

Chaque point P de cette figure (fig. 106) pourra subir un 
mouvement de translation de P en H, mouvement déterminé 
par les quantités PA = A, AH = B. Comme la figure se meut 
ainsi parallèlement à elle-même, puisqu'elle ne se déforme 
pas, on voit en effet que la longueur PII et l'angle IIPA sont 
les mêmes pour tous les points. 

Chaque point peut encore être soumis à un mouvement de 
rotation d'un angle w autour d'un point fixe, mais arbitraire, 
que nous prendrons à l'origine 0; alors le point P, déjà arrivé 
en H, viendra en P, en décrivant l'angle II OP, =,&>; comme 
la figure tourne encore sans se déformer, l'angle w est aussi 
constant, c'est-à-dire le même dans le même temps pour tous 
les points. Enfin, nous indiquerons par p la distance 

on == op„ 

et par l'angle Pi0.r, variable d'un point à l'autre. Le point P', 
correspondant de P, n'est pas indiqué sur la figure. 

Cela posé, les coordonnées de P étant x et j, celles de II 
sont x 4- A, y -+- B, et celles de Pi sont x t et j,. 

La figure donne 

#, = pcos0, rt = psin0, 
et 

x-\r A == pcos(0 4-&>)> r-+-B = psin(0 -}-&)); 
donc 

x = .Ticoso) — y^sin» — A, ^=/iCosw-l-#iSinM — B. 



l88 CHAPITRE XIV. 

Si la figure transportée dans son plan devient, comme on 
veut le démontrer, homologique à l'autre figure, on aura (335) 
les relations 

x t — X* y t — y* i 

x 1 — X* y' — y ^ + w/ + w 

d'où Ton tire 

X* (lx ê -+-i)-+-mx t y f -+-(n — i)x 9 

X{ — « — -, — ■ -. » 

Ixr -+- my' -+- n 

Transportant ces valeurs dans l'expression précédente de or, 
et observant que les formules établies donnent 

k ax 1 '■+- br 1 H- c 
#,cos« — r,sm« — A = — ; ^-7 5 

' on a 

/x' h- irçr' -+- 11 
_ ar' -h &/' •+- c 

"a^ + jS/'+r 

Le théorème sera démontré si cette relation peut se vérifier 
pour toutes les valeurs de x' et de y'. 
Observons d'abord que, si les deux dénominateurs diffé- 
1 raient autrement que par un facteur constant, la réduction 
donnerait des termes du second degré en x' et y', de sorte 
que l'identification deviendrait impossible. On posera donc 

l = an, m = (3n, 

et il ne restera plus qu'à identifier dans les numérateurs le 
coefficient de x\ celui de y r et le terme indépendant. On 
trouve ainsi 

(1) a/i = an.M-|-tosa), 

(2) fc/i = (3n.M-+- sinw, 

( 3 ) cn=:(n — 1 ) M — A, 

en posant 

M = # cosû)— ■ josinw — A. 
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La dernière relation est facile à vérifier en observant que 

— A/i = — \(n — 1) — A. 

On aura de même les trois équations suivantes : 

(4) a'n = a».N-hsinw, 

(5) b'n = (3/i.N -+- cosw, 

(6) c , » = (ii — i)N — B, 
en posant 

N =^bC0S&) -f-a^sinco — B. 

Les six inconnues sont w, », A, B, avec M et N qui con- 
tiennent x 9 et j ; mais considérons d'abord les équations (i) 
et (2), (4) et (5). Entre (i) et (2) éliminons M, entre (4) et (5) 
éliminons N : il reste deux équations en n et w, entre lesquelles 
on éliminera n, ce qui donnera tang co et par suite aussi la va- 
leur de n ; on obtient donc ainsi les valeurs de M et de N en 
substituant n et w dans deux équations telles que (1) et (4). 
Dès lors, les équations (3) et (6) donnent A et B : en substi- 
tuant ces quantités, ainsi que o>, dans les expressions de M et 
de N dont les valeurs sont déjà connues, on a entre x 9 et/o 
deux équations qui déterminent ces dernières inconnues. On 
réduit donc ces figures à l'homologie, et même le centre de 
rotation reste arbitraire. 

II. — Réduction de i/homologie à la perspective. 

369. Ainsi, nous avons démontré que les formules du 
n° 367 correspondent toujours à deux figures, qui deviennent 
homologiques par le mouvement de Tune dans le plan com- 
mun. Pour achever de démontrer la proposition réciproque 
qui termine ce numéro, il reste à faire voir par l'analyse, 
comme nous l'avons annoncé au n° 337, que l'homologie est 
un cas particulier de la perspective, théorème déjà démontré 
par la Géométrie (331). 

Il faut donc prouver que deux figures homologiques peu- 
vent toujours être considérées comme deux figures perspec- 
tives dont l'une a été rabattue sur le plan de l'autre, la ligne 
de terre devenant l'axe d'homologie. 
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Nous prendrons pour plan des jrr fig. 107 1 celui de l'ob- 
jet, et pour axe des j- l'intersection de ce plan avec celui du 
tableau, c'est-à-dire la ligne de terre, l'angle de ces deux plans 
étant *». Enfin le plan des zx sera le plan mené perpendicu- 
lairement à celui des xy par la position S de l'œil ; on aura 
donc pour ce point y x = o, les autres coordonnées de S étant x t 
et 2,. 

Soit m' un point quelconque de l'objet, la droite Sm* perce 
le tableau au point m; soit le plan mnp perpendiculaire 
sur Or*, on voit que, si le tableau se rabat sur xoy, le point m 
vient en M à la distance »M = «m. Soient donc X* et/*, X et Y 
les coordonnées des points m / et M pour lesquels 1? et Z 
sont nuls, il s'agit de démontrer qu'il existe des relations 
cf homologie entre ces quantités x* et j/ J 9 X et Y. Les coor- 
données du point m étant x, y, z, on a, pour équations de 
S www', 

X\ — x ^*i — y z t ——z 

Xy — x y t — — y z x —— z 
ou plutôt 

x x — x 9 y' z x 

1 i^^ •^^ m ^— ~^ _ ^^~ ™ ,, ^ — • 

X\ ^—~ x y *» 1 — z 
Le point m donne 

— = tangw; 
x 

donc l'équation du plan du tableau est z = xtango>; mettant 
cette valeur dans les équations de la droite, on trouve 

z x x* 
np = x = 



*i+ ('x' — a:i)tang&) 
et 

„rk m r'(z, — -r.tangto) 

y 2 1 -h(a/ — .r.) tango 

Soient #♦, y. les coordonnées du point que nous devrons dé- 
terminer comme centre d'homologie ; nous allons d'abord re- 
connaître quejt= o. En effet, il est clair que Y=y; donc 

Y z x — x x tango) 1 

y' z x — x x tang w + a;' tang « x* tang m ' 

z x — x x tang ro 
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posons donc 

/ — tango» 
z, — x { tango) 
il reste 



y' lx' H- 1 
Le premier membre devrait s'écrire 

Y-ro = » . 

f — J a /x'H-I ' 

mais on voit qu'il faut prendre j = o, comme nous l'avons 
annoncé. 

De plus, l'équation de l'axe d'homologie sera (336) lx 1 = o, 
ce qui montre que cet axe est la ligne de terre, comme cela 
doU être. 

Cependant, pour constater et déterminer l'homologie, il reste 
encore à vérifier la formule 

X — #« i 



x' — x 9 i.~hlx' 

Pour cela observons que, d'après le sens du rabattement, 
X = — nm; d'ailleurs, 

np = x = nm cos w, 
donc 

X = - * 



COS ût) 

Mais le dénominateur de x est 

/. / * x/ i m tangûrfi+teM 
z t — a^tangw+tf'tangttrr^z,— a?,tang&))(i-M#')= — E—i- 



et 



Site' ., , v — Z x lx' 

x=- -. y-pi dou encore X= — 



tango^i-h/o;') sin»( i-|- lx') 

Donc l'égalité — , = — I -r- 1 devient 

Xq """" X I ~T" »w 

sinw(i+/^)J 
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c'est-à-dire 

.r # (H- /#')•+- -J— = x ê — x>, 

sinca 

Retranchant de part et d'autre x ê et supprimant le facteur com- 
mun x 1 , il reste 

smw 

. , . tang&i 

ce qui donne x 9 , puisque / = 2 ; on a aussi 

Z\ — — #i tang o) 

< 

— ^(i-t-COSG)) 

ar # — .r, = : 

sino> 

370. On peut demander le lieu que décrit la position de l'œil 
pendant que le plan du tableau tourne de Taxe Oy(fig. 108). 

Pour cela , menons du point S deux rayons visuels à deux 
points de l'objet, c'est-à-dire à deux points du plan xoy, et 
marquons les points où ces rayons percent le tableau. Ensuite 
faisons tourner le tableau d'un certain angle autour de O y; les 
droites qui joignent les points mobiles du tableau aux points 
fixes du plan xoy concourront à la nouvelle position de l'œil; 
en effet, ces droites seront dans un plan, puisque le point com- 
mun où l'axe Oy est coupé par la droite qui joint les deux 
points du plan xoy et par celle qui joint les deux points du ta- 
bleau reste immobile sur cet axe. 

Pour abréger les calculs, nous prendrons sur le plan xoy 
deux points situés à l'infini, l'un sur l'axe Ox, l'autre sur la bis- 
sectrice OD de l'angle xoy. 

Alors la première droite menée du point S sera Sa parallèle 
à Ox; cette droite coupe le plan du tableau, représenté, comme 
dans le numéro précédent, par s = #tang&>, en un point a 
dont les coordonnées sont 



r=o, z = <x$= z<, et ^r=0(3=:- 



tang « ' 



de plus, 



0«=-A-. 
sino> 
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Maintenant, si te tableau quitte la position donnée pour faire 
l'angle w' aveo le plan xoy, le point a vient en a', de manière 
que 

sinoo 
Donc les équations de S'a' sont 

£isin&)' 



X=o 9 z = 



sin w 



Passons à la seconde droite. Sa position primitive est la 
droite SA menée du point S, parallèlement à la bissectrice OD 
qui est représentée par z = o, y = x. Cette parallèle aura donc 
pour équations z = z l9 j= x — #»; elle rencontre le plan pri- 
mitif en un point A dont les coordonnées sont 

Z = Z t , X=- y Zz=1 l &f 

tangw tango) 

D'après ces valeurs, qui sont données par l'équation 

z = x tang (ù 

de ce plan primitif du tableau , on voit que l'expression x = 



tang w 

est la même pour « et pour A, c'est-à-dire que CB = O (3; comme 

on a aussi 

apsSPsABzâ:*,, 

les triangles Oa{3, ACB sont égaux, et 

CA = Oa = -r^-- 

sinco 

Maintenant, ce plan primitif du tableau venant à tourner de 
manière à faire avec le plan des xy l'angle &>', la droite CA pren* 
dra la direction CA', qui aura pour équations 

r= x i9 * = .rtangGy. 

J tango D 

Prenons sur cette nouvelle droite la distance 

CA' = CA=-^-, 

sinco 

i3 



u 3% 

le* réordonnée» eu point A s er on t 



r=r jr, Z= — : 



Alors b parallèle menée de A' à OD a pour équations 
z.sin*» / -. . z.eosf» 

* = : » r 1- X 1 J=JT : ; 

sin'* \lan»*» ' sin*» 

i 

il reste donc à chercher l'intersection S' de cette parallèle &A 
avecSV, ce qui revient à poser j-= o dans l'équation de ST A . 
Soient donc x", y les coordonnées de 9; puisque r* = o, 
nous aurons 

! ^ 2, £, COSfr/ 

X* = x t 



tang » sin •» 

ce qui revient à 

Z x 2,COS<fc>' 

X* X,-f- 



tango> sin»» 

D'ailleurs, les équations de Sf at et de S A' donnait 

z, sin *>' 



-r*. 



sinu 



Élevons ces deux relations au carré et ajoutons-les, afin de 
faire disparaître &>' pour avoir le lieu cherché; nous aurons, 
en réduisant, 

7 sin m 

11 est évident que cette équation représente un cercle situé 
dans le plan des zx et ayant son centre sur Ox. Il serait facile 
de constater que le point H est ici identique avec celui que 
nous avions reconnu dans le numéro précédent pour centre 
d'homologie : ce cercle coupe Taxe des x en un autre point I, 
ce qui tient à ce que la rotation peut se faire dans un sens ou 
dans l'autre. 

Ainsi se trouve démontré par l'analyse le théorème du 
n° 329. 
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111. — Résumé. 

# 371. Nous avons achevé, au n° 369, de démontrer le théo- 
rème du n° 367 dont les formules doivent être maintenant 
considérées comme définissant l'homographie. En effet, nous 
avons vu (368) que les figures représentées par ces formules 
revenaient, sans déformation* à des figures homologiques; et 
nous avons vu enfin (369) que l'homologie se ramenait à la 
perspective qui conserve évidemment les rapports anharmo- 
niques. 

Ainsi deux figures homographiques peuvent à leur tour se 
ramener à deux figures perspectives Tune de l'autre* 

IV. — Notions sur les figures corrélatives. 

372. Étant donné un polygone M, on comprend qu'à cha- 
cun A de ses sommets corresponde, d'après des conditions 
quelconques, une droite A'B' que Ton peut considérer comme 
appartenant à un second polygone M'. Ainsi le sommet B de M 
donnera le côté A'C de M' : par conséquent, le sommet A' 
de M' correspondra réciproquement au côté AB de M; de cette 
façon chaque sommet d'un polygone correspond à un côté de 
l'autre. 

On considère seulement le cas où les coordonnées x et j du 
sommet A n'entrent qu'au premier degré dans l'équation de la 
droite correspondante. Cette équation sera donc de la forme 

x(a i x , + h x f -hc^-hyidtx 1 + bijr' +c,) -f-« 3 #' -\-b s y r -t~c 3 =o. 

Ici x' ex y 1 sont les coordonnées courantes d'un point de cette 
droite, dont l'équation prend aussi ta forme 

x'( a<x -4- a 3 y-ha z ) -hyr' ( A, x-t-b,y -+-é 3 ) -f- c k x -f- <vr-f-<?a = o. 

Ce point et cette droite s'appellent pôle et polaire l'un par 
rapport à l'autre. 

373. La première forme devient aussi 

i3. 
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en posant 

U' = fl, j/ -4- fcr -+- c s . 

Observons que celle équation est aussi celle d'une droite du 
premier système correspondante à un point x* 9 y* du second : 
donc, soit px-t- qy-\-r=o(m) l'équation d'une droite fai- 
sant partie de la figure M, si l'on pose 

X' p Y' q ( ... X' Y' U'\ 

-==- = *-, -- = i ( ce qui revient a — = — = — I * 
U' r U' r \ ^ p q r ) 

on peut identifier ces deux formes de l'équation. Comme /?, 
q, r sont donnés, on trouvera 

X' Y' 

L' L"' 

ee qui suffira pour déterminer les coordonnées x? et y' du 
point de la seconde figure correspondant à une droite donnée 
dans le premier. 

374. La polaire d'un point quelconque situé sur une droite 
passe par le pôle de cette droite. 

Nous avons vu qu'un point indiqué par x 9 y sur une droite (m) 
qui a pour équation px-\- qy-\- r= o, avait pour polaire une 
droite représentée par jrX'-f-j-Y'-l-U' = o, équation dans 
laquelle x 9 , y 1 sont les coordonnées courantes. Mais nous ve- 
nons de voir aussi que cette dernière équation était satisfaite 
pour un point quelconque de (m), si l'on donnait à x t ,y r les 
valeurs spéciales des coordonnées du pôle de cette droite (m). 
Ainsi la polaire d'un point quelconque de la droite (m) passe 
par le pôle de cette droite, dont les coordonnées sont x r , y\ 
ce qui démontre le théorème. 

Cela s'exprime encore en disant que : 

Si un point du premier système décrit une droite, la polaire 
de ce point dans le second système passe par un point fixe. 

375. On peut renverser ce théorème en faisant observer que 
si, par un point dont les coordonnées sont x*, y', on fait passer 
une infinité de droites, les pôles de ces droites seront sur 
une même droite (m) qui a pour pôle le point représenté 
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par X* , y'. Donc les pôles des droites qui passent par un point 
fixe sont sur la polaire de ce point. Observons que les théo- 
rèmes des n°* 57 et 58, appliqués aux coniques, sont des cas 
particuliers de ceux que nous venons de voir. 

376. Le rapport anharmonique de quatre points en ligne 
droite est égal à celui des quatre polaires correspondantes. 

Soient a, b, c, d quatre points en ligne droite et A', B', C, 
D' leurs polaires qui concourent, comme on vient de le 
voir (374), en un point S, et prenons pour axe des abscisses 
la droite abcd qui coupe le faisceau S en quatre points af 9 b', 
c', d'. 

Les ordonnées des points donnés a, b, c, d étant nulles, 
une polaire, telle que A', a une équation de la forme 

#X' •+- U' = o, 

et comme y* = q pour a', on a 

U' a z x' -+-VJ , 

X' p x x' -4- c, 

x' étant l'abscisse de a! . 

Cette valeur de x rentre dans Jes formules de l'homogra- 
phie (376), et il en est de même pour la valeur y= o qui per- 
met de supposer une expression de même forme» où les 
constantes du numérateur seraient nulles. Il y a donc relation 
homographique et par conséquent égalité de rapports anhar- 
moniques entre les points a, b, c, d et af, b' y d, d\ ce qui suf- 
fît pour l'étendre au faisceau S. 

377. Nous pouvons donc appeler corrélatives les figures 
correspondantes que nous venons d'étudier, c'est-à-dire leur 
appliquer la définition suivante : 

Deux figures sont corrélatives lorsque les points de l'une 
correspondent aux droites de l'autre, de manière qu'à des 
points en ligne droite correspondent des droites passant par 
un même point, avec cette condition que le rapport anhar- 
monique de quatre points soit égal à celui des quatre droites 
correspondantes. 

Deux figures supplémentaires étant tracées sur la sphère, à un 
point de l'une correspond un arc de grand cercle de l'autre, et 
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le rapport anharmonique de quatre points situés sur un arc de 
grand cercle est égal à celui des quatre arcs de grand cercle 
qui correspondent à ces points. 

On a donc une idée géométrique des figures corrélatives en 
les considérant comme déterminées par un plan ou par deux 
plans différents, sur deux cônes ayant pour sommet le centre 
de la sphère et pour bases deux figures supplémentaires ( * ). 

378. Si les côtés des deux polygones M et M' deviennent 
infiniment petits, ils dégénèrent en deux courbes corrélatives. 
Chaque point de la courbe M correspond encore à une droite 
qui sera tangente à la courbe M' : ainsi chaque courbe sera 
Y enveloppe formée par les polaires des points de l'autre courbe. 

Par conséquent, à un point de l'une des courbes correspond 
aussi un point de Vautre. En effet, soit a un point de M, et A' 
la tangente correspondante à M'; soit encore A' la tangente à 
M' qui correspond au point de M infiniment voisin de a; les 
tangentes infiniment voisines A' et A* se coupent en o% point 
de la courbe M' qui correspond au point a de M. 

V. — CoMQCBS COftmfiLATITES. 

379. La courbe corrélative d'une conique est aussi une co- 
nique. 

Soit 

ay* -f- bxjr H- ex? -f- djr -+- ex +f= o 

l'équation de la conique donnée ; nous avons représenté (373) 
par 

:rX'-i-jY'-i-U'=o 

l'équation de la polaire d'un point de cette courbe. Si nous 
augmentons très-peu les coordonnées de ce point, nous 
aurons une autre polaire infiniment voisine de la première, 
et l'intersection de ces deux droites nous donnera (378) les 
coordonnées x*, jr' du point de la courbe corrélative cor- 
respondant à celui qui est indiqué par x, y. 



(M Dans les trois dimensions, ce sont des plans qui correspondent à des 
points, et des droites à des droites. 
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Par conséquent, différentiant 

jrX'.-4-/Y'-t-U' = o, 
et posant 

2 ex -f- br -+- e 

*ay-+- for -|- rf' 
on a 

X'4-*Y'=o; 

comparant cette équation avec la précédente, il vient 

Y'(y — zx) ■+- U' = o, X'( ** — j) + U'* = o. 

Comme on trouve 

dr-\-ex-\-2f 
^ zay-h bx + d 

ces dernières équations donnent les relations symétriques 

r (*aU'— rfY')-h*(6U'— *Y')-hifU' — 2/Y' = o, 
7(6U' — dX'J + xtaclI' — «X / )-4-eU / -rï/X'=o. 

Éliminant entre ces deux équations, pour avoir la valeur de # 
et celle de y, on remarque que les termes en X'Y' se dé- 
truisent dans le coefficient de chaque variable, ainsi que dans 
le terme indépendant, relatif à cette variable. Alors U' disparaî- 
tra comme facteur commun dans les expressions de x et de y 
où figureront seulement à la première puissance les quan- 
tités X', -Y', U\ 
On pourra donc écrire 

Les coefficients de ces expressions dépendent des con- 
stantes a,, b ty c M ...« qui entrent dans les valeurs de X', 
Y 7 , U' (373), ainsi que des coefficients a, b, c,.. . de. l'équa- 
tion de la conique. 

Remplaçant donc, dans l'équation de cette conique, x et y 
par leurs expressions, on voit que l'équation en x' et y' sera 
aussi du second degré. 

Enfin les formules qui donnent x et y en fonction de x' 
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et y étant celles de l'homographie, on voit que les points cor- 
respondants de deux coniques corrélatives sont en relations 
homographiques. 

380. Ces théories ont une foule d'applications : par exemple, 
si, dans la figure H, on voit une courbe coupée par une 
droite en deux points, la figure M' présentera une courbe 
corrélative à la première et deux tangentes, polaires des deux 
points de rencontre indiqués, se coupant en un point qui sera 
le pôle de la droite donnée. 

Tandis que l'homographie généralise les propriétés des figu- 
res, et que, par exemple, elle étend aux coniques les propriétés 
du cercle, la corrélation double le nombre des théorèmes. 

Ainsi, nous avons déjà vu diverses propositions que nous 
aurions pu nous dispenser de démontrer, parce qu'elles étaient 
corrélatives d'autres propositions déjà cohnues. Par exemple, 
le rapport anharmonique que nous avons vu, à la fin du Cha- 
pitre V, exister entre les tangentes d'une conique, pouvait se 
conclure de celui qui venait d'être observé entre les points 
d'une conique (112). 

De même, le théorème du n° 175 sur l'involution de six 
tangentes résultait de celui du n° 172 sur l'involution de 
six points dans une conique. 

VI. — Corrélation réciproque. 

381. Les figures M et M' que nous avons considérées jus- 
qu'à présent sont corrélatives, parce qu'elles s'engendrent 
l'une l'autre; mais elles ne sont pas réciproques, parce que la 
génération de la première par la seconde ne se fait pas de 
la même manière que celle de la seconde par la première. 
Pour qu'il en fût ainsi, il faudrait que les constantes fussent 
les mêmes dans les deux modes de génération. 

Or, le point représenté par x y y dans la première figure 
correspond, dans la seconde, à la droite qui a pour équation 

tfX' + j-Y'-4-U' = o, 
c'est-à-dire 
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Mais cette équation pouvant se mettre sous la forme 
en posant 

la relation sera réciproque si les conditions suivantes sont 
remplies : 

di — 0\ y #5 — — C{ y 1/3 — - Cj . 

382. Alors, considérons la conique qui a pour équation 

ay* -h bxy ■+• ex* -\-dy-\~ ex-\-f= o. 
Nous poserons 
a,=2c, 6,=a a =6, c t =a 3 =e, 6 2 ==2a, ç 2 =zb 3 =d, c z =2f, 

et Ton reconnaîtra que /w>wr les deux figures la polaire d'un 
point quelconque est prise par rapport à cette conique. Dans 
ce cas, les deux figures sont réciproques. 

Si Ton supposait les constantes égales et de signe contraire, 
on serait obligé d'en admettre trois comme nulles : la se- 
conde figure se réduirait à un point, et ce mode de généra- 
tion serait illusoire. 

VIL — Coniques inscrites et circonscrites à un même 

QUADRILATÈRE. 

383. Si plusieurs coniques sont circonscrites à un même 
quadrilatère, les polaires d'un point quelconque P, prises 
relativement à ces coniques, passent par un même point. 

L'équation d'une conique a six coefficients, mais comme 
on peut toujours la diviser par un terme, tel que le terme 
indépendant, on peut supposer ce terme égal à l'unité et 
l'équation sera mise sous la forme 

ay 2 -f- bxy -+- ex* -f- dy -+- ex -H 1 = o. 

Cela posé, nous allons établir les conditions nécessaires 
pour que la conique passe par les sommets d'un quadrilatère 
donné. Mais, pour simplifier les calculs, rious ferons passer 
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l'axe x par deux de ces sommets À et A', et Taxe Oy par 
deux autres B et B' (la figure n'est pas faite). Soit donc 

OA = a, OA' = a\ OB = (3, OB'=(3'; 

on voit que oc et a', (3 et (3' sont les racines des équations 
cet 2 + ea + i = o, a(3 a -H rf(3 -I- i = o, 

c'est-à-dire que - et -y» -^ et ^ sont les racines des équa- 

OL CL p p 

tions 



Donc 



1e \ a 



I 

6' = ;> e 

«a 
et de même 



a= p' rf= -(W) - 

Observons qu'aucune des quantités a, a', (3, (3' ne sera 
nulle, sans quoi la conique aurait trois points en ligne droite. 

Remarquons aussi que le coefficient b reste indéterminé, 
ce qui montre, comme l'énoncé le suppose, qu'on peut faire 
passer une infinité de coniques par quatre points donnés. 
Ainsi, l'équation devient 

£ + fa y + £._ r Q. + £)_ x (l + i F ) + I= o. 

c'est-à-dire que a, <?, d, e sont connus. 

Alors, soient x x , /, les coordonnées du point quelconque P ; 
la polaire de ce point a pour équation (67) 

y[%ay x -t-for, -t-d) + x(icx x -\- by x -f- e)-\- dy x -\- ex x -\-i~ o, 
fH si nous posons les deux équations de lignes droites 

y(nay x -f-rf) -f- x(icx x H- e) H- rfri -\-ex x H- 2 = o 

et 

x x y-hy x x = o, 

il est certain que le point F, où se couperont les deux droites 
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ainsi représentées, appartiendra à la polaire du point P, quelle 
que soit la valeur de b dans l'équation de la conique. 

Ces deux droites étant les mêmes pour toutes les coniques 
circonscrites, le théorème est démontré; mais nous observe- 
rons que l'équation .TijH- xy\ représente la polaire du point P 
relativement à l'angle des coordonnées, puisque l'ensemble 
des deux axes a pour équation #7 = 0. 

384. On en conclut le corollaire suivant : % 

Les polaires d'un point donné, prises par rapport aux 
trois angles qu'on obtient en joignant deux à deux quatre 
points fixes, concourent en un même point. 

En effet, nous avons mené les droites AA', BB' qui se cou- 
pent en 0; de même, les droites AB, A' B' donneront l'angle 0', 
et les droites BA', B'A l'angle 0". Comme chacun de ces 
angles est une conique circonscrite au quadrilatère AA'BB', 
les polaires de P, relativement à ces angles, concourront en 
un même point F. 

Ce corollaire permet donc de construire le point constant 
du théorème précédent. 

385. Les pôles d'une même droite, relativement à une série 
de coniques inscrites dans un même quadrilatère, sont en ligne 
droite. 

En effet, soit tnn la droite dont on considère les pôles rela- 
tivement à plusieurs coniques A, B, C, . .., inscrites dans le 
quadrilatère des tangentes ab, bc, cd, da. Imaginons, corréla- 
tivement à la première, une seconde figure qui sera com- 
posée (380) des coniques A', B', C',. . . , circonscrites au qua- 
drilatère formé par les pôles a', b 1 , c' 9 d f des tangentes sus- 
dites, et du pôle m r de la droite mn. On sait que, dans cette 
/ seconde figure, les polaires de m' relativement à A', B', C',. . . 
concourent en un point p' (383). Or, un pôle de mn sur la 
première figure correspond à une polaire de m' sur la seconde, 
et comme les polaires de m! passent par un même point p', 
les pôles de mn sont sur une même droite pq, polaire de p'. 
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I. HeXAGO» 1XSCE1T A OHB COKIQC1. 

386. Les points de concours des côtés opposés d'un hexa- 
gone inscrit aune conique sont en ligne droite {Jig. 109). 

Considérons d'abord le cercle circonscrit à l'hexa- 
gone ABCDEF. Si nous indiquons les côtés FA, AB, . . par les 
chiffres 1,2, 3, £> 5, 6, il est clair que Ton aura pour côtés 
opposés 1 et 4> 2 et 5, 3 et 6; ces côtés donnent les points de 
concours N, L et M, et je dis que la ligne NUI est droite. 
Pour le démontrer, considérons le triangle RPQ formé par les 
côtés impairs et coupons-le successivement par les côtés 
pairs FEM, ABL, DCN, considérés comme transversales. Il 
vient ainsi ( 2 ) 

PE.QF.RM=PM.RF.QE, 

QA.RB.PL=QL.PB.RA, 
PD.QN.RC=PC.RN.QD. 

Multipliant et observant que les produits PE.PD et PB. PC, 
QF.QA et QE.QD, RB.RC et RA.RF sont égaux deux à deux 
par le théorème des sécantes, il reste 

RM.PL.QN = PM.QL.RN. 

Par conséquent (4), les points N, L, M sont une transver- 
sale de ce même triangle RPQ. 

Ce théorème, étant démontré pour le cercle, se conclut, au 
moyen de la perspective, pour une conique quelconque. Cet 
énoncé est dû à Pascal. 

387. Ce théorème peut encore se mettre sous la forme sui- 
vante : 

SoitMNC un triangle variable dont les côtés sont assujettis 
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respectivement à passer par trois points fixes L, B, D, et dont 
les sommets M et N s'appuient sur deux droites fixes MF 
et NF; le lieu du troisième sommet C est une conique qui 
passe en F, en B et en D, ainsi qu'aux points A et E, où BL 
coupe FN, et où DL coupe FM. Nous généraliserons ce théo- 
rème (393). 

388. En renversant le théorème de Pascal, observons que 
les six points A, B, C, D, E, F, où se coupent ainsi deux 
à deux des couples de droites partant de trois points N, L, M 
situés en ligne droite, sont sur une même conique. Or, ces 
couples se coupent aussi aux points R, V, P, T, Q, U ; donc 
ces six autres points sont aussi sur une conique. 

Du reste, on petit encore combiner ces douze points de 
bien des manières: six d'entre eux seront sur une conique si 
Ton évite d'en prendre trois en ligne droite. D'ailleurs, rien 
n'exige que l'hexagone soit convexe. 

H. — Cas particuliers. 

389. Pentagone inscrit (fig. no). — Supposons qu'un côté 
de l'hexagone inscrit, par exemple celui qui porte le chiffre 6, 
devienne nul, c'est-à-dire dégénère en tangente, cette tan- 
gente rencontrera le côté 3 en un point M, sur la droite LN, 
où se coupent déjà a et 5, i et 4* 

Alors, l'hexagone dégénérant en pentagone, on voit com- 
ment on pourra mener une tangente à un point donné d'une 
conique dont on a déjà quatre points. 

390. Quadrilatère inscrit. — On peut supposer d'abord que 
les deux côtés nuls sont des tangentes à deux sommets con- 
sécutifs b, c du quadrilatère (fig. m). 

Mais considérons surtout le cas de la fig. 112, où les côtés 
nuls sont les tangentes à deux sommets opposés b et rf. On 
voit alors que dans un quadrilatère inscrit à un conique, les 
côtés opposés et les tangentes aux sommets opposés se coupent 
sur une même droite. 

En effet, il est évident par la symétrie que les tangentes 
en a et en c se couperont aussi sur MN. 

391. Triangle inscrit (fig. n3), — Dans un triangle inscrit, 
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les tangentes aux sommets jouant le rôle de côtés, on a le 
théorème suivant : 

Dans un triangle inscrit à une conique, les points de con- 
cours des tangentes aux sommets avec les côtés opposés sont 
en ligne droite. 

392. Hexagone inscrit dans un angle. — Les polygones 
précédents ne sont pas nécessairement convexes, non plus 
que l'hexagone inscrit. 

Nous allons voir ce que devient cet hexagone non convexe 
quand la conique dégénère dans le système de deux droites 
(Jig. 93;. Soient poo', 0S0' ces deux droites, elpOp le côté 
numéroté i qui rencontre 00' en 0. La droite Oa porte le 
chiffre a, a S le chiffre 3, et Sa' le chiffre 4î enfin, les 
lignes a? O* et O'p sont numérotées 5 et 6. Les côtés i et 4 se 
coupent en p, a et [5 en m, et 3 et 6 en n; donc m, n, p sont 
en ligne droite : c'est ce qu'on a déjà vu au n° 318. 

III. — Point décrivant unb conique. 

393. Si les n côtés d'un polygone tournent autour de n points 
fixes, tandis que n — 1 sommets glissent sur des droites don- 
nées, te dernier sommet décrit une conique. 

Soit ÀBCD ... M le polygone en question et M le sommet 
qui n'est pas assujetti à décrire une droite : A, B, G étant trois 
sommets consécutifs, joignons AC. Par suite des hypothèses, 
le côté AC passera aussi par un point fixe ( 323) ; il restera donc 
le polygone ACD ... M, de n — 1 côtés, dont les côtés et les 
sommets seront soumis aux mêmes conditions que ceux du 
polygone donné. 

En réduisant ainsi un à un le nombre des côtés, on arrive à 
un triangle tel que celui pour lequel cette proposition a été 
démontrée (387), proposition qui se trouve ainsi généralisée 
par le théorème actuel. 

IV. — Hexagone circonscrit. 

394. Dans un hexagone circonscrit à une conique, les droites 
qui joignent les sommets opposés concourent en un même point 
(Jig. n4). En effet, soient a et b les points de contact de9 
côtés de l'angle BAF, la droite ab est la polaire du point A, re- 
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lativement à la conique. De même, ed sera la polaire du som- 
met CD opposé à A : donc le point où se rencontrent ab et ed 
est le pôle de AD. De même, les points de concours de bc et 
de ef 9 de cd et de af, seront respectivement les pôles de BE 
et de CF. Mais le théorème de Pascal (386) appliqué à l'hexa- 
gone inscrit abcdef fait voir que ces trois points de concours 
sont en ligne droite; donc aussi les polaires AD, BE, CF de 
ces points se couperont en un point S qui sera le pôle de cette 
droite. 

Ce théorème, ainsi que celui du numéro précédent, est dû 
à M. Brianchon. 11 présente un exemple de corrélation réci- 
proque, mais assez simple pour qu'on puisse le démontrer di- 
rectement, comme on vient de le faire* 

Ce théorème peut encore s'énoncer comme il suit : si, dans 
un triangle variable SBC, les sommets sont assujettis à glisser 
sur trois droites fixes AD, BA, CD et si deux côtés BS, CS tour- 
nent autour de deux points fixes E,F, le troisième côté BC est 
toujours tangent à une même conique, à laquelle les droites 
BA et CD sont aussi tangentes, ainsi que la droite EF. 

C'est l'inverse du n° 387. 

Rien ne suppose ici que l'hexagone soit convexe, non plus 
que les polygones dont nous allons parler. 

V. — Cas particuliers. 

395. Pentagone circonscrit [fig- n5j. — Si Yangle AFE 
(Jig. n4) s'approche de 180 degrés, on voit que les droites 
AF, FEse réunissent en une seule à cette limite et que F sera 
un point de contact qui réunira a et/; on arrive ainsi à la 

fig, n5. Ainsi, étant donné un pentagone ABCDE circon- 
scrit à une copique, on trouvera le contact d'un côté AE, en 
joignant AD, BE qui se coupent en S, puis menant CS qui 
coupe AE au point F de contact. 

396. Quadrilatère circonscrit. — Dans un quadrilatère cir- 
conscrit, si deux points de contact consécutifs F et B 
(fig* "6) représentent des angles, la diagonale AO passe au 
point S où concourent EB et CF. 

Mais si l'on prend pour angles les points de contact opposés 
B et E (fig. 1 17 ), on obtient ce théorème déjà démontré (174): 
Un quadrilatère étant circonscrit à une conique, le point de 
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concours des diagonales est le même que celui des droites qui 
joignent les points de contact des côtés opposés. 

397. Triangle circonscrit (fig. 1 18). — Enfin, dans un tri- 
angle circonscrit, les points de contact devenant des sommets 
d'angles, on a le théorème suivant : 

Dans un triangle circonscrit à une conique, les droites qui 
joignent les sommets aux points de contact opposés concou- 
rent en un même point. 

VI. — Droite enveloppe d'une conique. 

398. Relativement à une conique quelconque, construisons 
la figure réciproque ( 382 ) de celle que Ton pourrait construire 
pour le n° 393 : chaque côté passant par un point fixe corres- 
pondra à un sommet glissant sur une droite fixe, et récipro- 
quement. Comme la conique de la première figure donne aussi 
une conique dans la seconde ( 379), on a le théorème suivant : 

Les n sommets d'un polygone glissant sur n droites données, 
tandis que n — i côtés tournent autour de n — i points fixes, 
le n**"* côté enveloppe une conique. 

On sait, en effet, qu'un point de la conique, dans la première 
figure, a pour polaire une tangente à la seconde conique. Cela 
généralise ce qu'on a vu à la fin du n° 39k. 

VII. — Faisceaux mobiles. 

399. Nous avons vu (112) que si l'on joint quatre points 
fixes A, B, C, D d'une conique à deux points quelconques M 
et M' de cette conique, les deux faisceaux des sommets M et 
M' sont homographiques, c'est-à-dire qu'ils ont les mêmes 
rapports anharmoniques. 

Réciproquement, soient deux faisceaux homographiques M 
et M', et A, B, C, D les points où se coupent leurs lignes ho- 
mologues : si, par les cinq points A, B, C» D et M on fait pas- 
ser une conique, elle passera aussi en M'. 

Cela revient à dire que si deux faisceaux homographiques 
tournent autour de leurs sommets M et M\ les points d'in- 
tersection de leurs droites homologues sont sur une même 
conique avec M et M', que l'on peut maintenant supposer 
fixes. 
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(00. Si chaque faisceau a un mouvement quelconque ; si» 
par exemple, le premier est mobile, le second restant immo- 
bile, ou réciproquement, le théorème précédent fait voir que 
chaque position donne six points placés sur une certaine co- 
nique : mais pour que les points appartenant à toutes les posi- 
tions soient sur une même conique, il faut que le mouvement 
d'un des faisceaux soit déterminé par celui de l'autre. 

401. Autre démonstration du théorème de Pascal. — 
Considérons un angle fixe AOa et une droite mobile pas- 
sant par un point fixe S : quatre positions de la droite dé- 
termineront sur les côtés de l'angle les points A, B, C, D et 
a, b, c y d qui auront de part et d'autre le même rapport anhar- 
monique. Donc, si Ton joint les quatre premiers points à un 
point fixe F, et les quatre autres à un second point fixe/, les 
faisceaux F et / seront homographiques. Dans ces faisceaux, 
deux droites homologues FA,jfa se coupent en M suivant une 
conique passant en F et/; c'est la conséquence des numéros 
précédents. On en conclut le théorème que voici : 

Soit un triangle mobile A aM dont les côtés passent par trois 
points fixes F, /et S, et dont deux sommets A et a glissent 
sur deux droites fixes OA et Oa; le troisième sommet M dé- 
crit une conique. 

Mais nous avons vu (387) que ce théorème était identique 
avec celui de Pascal ; donc celui-ci est démontré. 

402. Description des coniques. — Soient AMB, AM' B {fig. i 19) 
deux angles de grandeur constante a et a', mais mobiles au- 
tour de leurs sommets fixes M et M'; si ces angles tournent 
de manière que le point A se meuve sur une conique passant 
aux sommets M et M', le point B décrira aussi une autre co- 
nique passant par les deux mêmes sommets. 

En effet, les positions consécutives des droites MA, M'A se 
coupant par hypothèse sur une même conique, passant en M 
et M', les rapports anharmoniques des positions consécutives 
de MA seront les mêmes que ceux des positions correspon- 
dantes de M'A : c'est une réciproque évidente des n°* 399 
et 400. 

Mais comme a et a' sont constants, le mouvement angulaire 
de MB et de M'B sera tel, que les positions consécutives de MB 

14 
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feront entre elles les mêmes angles que celles de MA, et les 
positions de M'B les mêmes angles que celles de M'A* Il en 
résulte que les faisceaux MB et M'B' sont respectivement ho- 
mograpbiques avec les faisceaux MA et M'A : donc ils le sont 
entre eux ; ainsi, d'après les numéros cités» le point B décrit 
une conique passant aussi en M et en M'. 

403. Si nous imaginons que la conique A se réduise à l'en- 
semble de la droite MM' et d'une autre droite sur laquelle le 
point A doive glisser, nous avons la construction suivante, 
due à Newton : 

Si deux angles donnés de grandeur AMB= a, AM'B = a', 
tournent autour de leurs sommets M et M' de manière que 
le point A soit sur une droite donnée, le point B décrira une 
conique qui passera par les points M et M'. 

Pour trouver la tangente au point M» il faut prendre la posi- 
tion où le point B, après s'être rapproché de M, finit par s'y 
confondre. Alors M'B venant sur M' M, M'A viendra en M'À„ 
tel que A, M' M = «\ Soit donc A, MB, = a, MB t sera tangente 
en M, puisque B et M se réunissent en M. 

On trouvera de même la tangente en M' : seulement , en 
faisant tourner les angles, il ne faut pas intervertir le sens 
des côtés respectifs, c'est-à-dire ne pas confondre MA et MB» 
M'A et MB. 
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THÉORÈMES DE NEWTON ET DE CABNOT- 



I. — Thborbhb ad quatuor lineas. 

M>*. Ce théorème, dû à Pappus, a été développé par Newton, 
qui en a fait la base de la théorie des coniques* Nous allons 
d'abord démontrer un lemme relatif au cercle. 

Dans un quadrilatère inscrit au cercle, le produit des dis- 
tances d'un point de la circonférence à deux côtés opposés 
est égal au produit des distances de ce point aux deux autres 

côtés (Jig. 120). 

Joignons ce point quelconque M de la circonférence à deux 
sommets opposés A et G, les triangles MAH, MCI' sont sem- 
blables, parce que les angles MAD, MCDsont supplémentaires; 

Mît Ml' 

on aura donc ^ = ™: de même, les triangles MCH', MAI 

MA ML» 

sont semblables, parce que les angles inscrits MAB, MCB ont 

M H' MI 

la même mesure; donc - sï j = || ï - Multipliant, il reste en 

effetMH.MH' = Ml'.ML 

405. Concevons la section circulaire d'un cylindre droit à 
base elliptique, afin de passer du cercle à l'ellipse par les pro- 
jections ; nous établirons le lemme suivant : 

Si d'un point du.plan du cercle on abaisse une perpendicu- 
laire sur une droite contenue dans ce plan, et si, de la projec- 
tion du point donné, on abaisse une perpendiculaire sur la 
projection de la droite donnée, le rapport de ces deux per- 
pendiculaires est constant, c est-à-dire indépendant de la po- 
sition du point donné [Jig. 121). 

Soit AiB, projection de AB et M, projection de M; soit MH 
perpendiculaire sur AB et MiH, sur A,B, : menons aussi, pa- 
rallèlement à la génératrice MM», les droites HA, et H, A qui 

14. 
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seront nécessairement dans le plan projetant ABA.B,, de sorte 
que A, sera sur À,B, et A sar AB. 

Noos remarquerons que le plan MH A, a une direction déter- 
minée, puisqu'il est parallèle aux génératrices, et qu'il coupe 
le plan du cercle suivant une perpendiculaire à AB; donc la 
droite M t A«, suivant laquelle ce plan coupe celui de la base, a 
aussi une direction déterminée, c'est-à-dire indépendante 
de la position du point H : ainsi le triangle M, H, A., rec- 
tangle en Hi, est d'espèce donnée. De même, le plan MM, H, 
est d'une direction déterminée, puisque M, H, est perpendicu- 
laire sur Ai B,; donc sa trace MA sur le plan du cercle aura 
aussi une direction déterminée, et le triangle MHA, rectangle 
en H, sera encore d'espèce donnée. 

D'après cela, les rapports -~-r et p-r- sont constants : de 

plus, le rapport de H,A, à HA est aussi constant, puisqu'il ne 
dépend que de l'inclinaison mutuelle des droites AB et A,B,. 

M H 

Donc enfin le rapport '„' est indépendant de la position du 

point M. 

D, , _ .. MiHi.MiH, M|I.-M|I| 

après ce lemme, on voit que ,,„ M * et — r^ , M| ■ 

sont deux rapports constants et qu'il en sera de même pour 
celui qu'on obtiendra en les divisant: mais, dans cette opé- 
ration, les diviseurs disparaissent (404.), ce qui donne 

M|H|.M ( H. 

m,i',.m,i, =const ; 

406. Ce théorème, étant démontré pour l'ellipse, s'étend à 
toutes les coniques parle principe de continuité; on peut donc 
formuler de la manière suivante le théorème ad quatuor limas: 

Dans un quadrilatère inscrit à une conique, le produit des 
distances d'un point de la courbe à deux côtés opposés du 
quadrilatère est au produit des distances de ce point aux deux 
autres côtés dans un rapport constant. 

Rien n'exige que le quadrilatère soit convexe. 

407. Le théorème que nous venons de démontrer peut 
encore se conclure de celui de Desargues (170). En effet, 
soient pet p? les perpendiculaires abaissées du pointe (^.55) 
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sur les côtés opposés AD, BC; soient q et q r les perpendicu- 
laires abaissées du même point c sur les autres côtes opposés 
AB, DC : nous aurons les relations 

p = cas\na, p' = caf sina', g = c6sin6, q 1 = cb' sin b' t 

ce qui donnera 

> • » 

pp' = ca.ca'. sin «.sina 1 , qq' = cb.cb* .sin fcsin b\ 

et 

/?// ca.ca' sin « . sin a' 

qq* cb.cb' sin 6. sin 6' 

Soient P et P', Q et Q' les perpendiculaires analogues pour a\ 
on aura de même 

PP' c'a. c'a 1 sina. sin a' 

QQ 7 — c'b. cb' ' sin b . sin 6' " 

« 

Mais le théorème de Desargues a fait voir que 

ca.ca' c'a. c'a' . pp' __ PP' 

Î^T^ — 7677* ' nC tf? ~ QQ' * 

ce qui démontre le théorème de Pappus. 

On voit que c et c' sont ici deux points pris arbitrairement 
sur une conique quelconque, quoique \&fig* 55 représente 
un cercle. 

408. Application au triangle.— Si un des côtés dégénère 
en tangente, on a le théorème suivant : 

Dans un triangle inscrit à une conique, le produit des dis- 
tances d'un point de la courbe à deux côtés dit triangle est 
dans un rapport constant avec le produit des distances de ce 
point au troisième côté et à la tangente au sommet opposé. 

409. Si deux côtés opposés du quadrilatère dégénèrent en 
tangentes, les autres côtés se confondent dans la corde qui 
joint les deux points de contact. Voici donc le théorème qui 
en résulte : ; 

Le produit des distances d'un, point quelconque .d'une 
conique aux tangentes à deux points fixes de cette conique es 
dans un rapport constant avec le carré de la distance du pre- 
mier point à la corde qui joint les points fixes. 
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II. — THfOfttMI DBS 5BGMKTTS. 

410. D'un point dans le plan d'une conique, menons 
deux cordes qui coupent la courbe aux points À et B, CelDi 
d'un autre point (Y menons, parallèlement aux premières, 
deux autres cordes qui coupent la conique aux points A' et V, 
C et IK; on a toujours 

oa.ob (yk'.iyv 

Supposons que ces cordes, considérées d'abord dans une 
ellipse, soient, sur le plan de cette courbe prise comme base 
d'un cylindre droit, les projections des cordes analogues obte- 
nues dans une section circulaire oblique. On sait, par un 
théorème élémentaire, que ce cercle donne 

oa.ob cf d .o'V 

oc.od o'&.o'd* 

Hais les triangles projetants, déterminés par des droites pa- 
rallèles, étant semblables, on aura 

&k' o'a' O'B' o'b' 



et 



OA — oa OB — ob ' 

d'où 

O'h! .O'W o'at.o'b' 

OA.OB "~ oa.ob 

On aura de même 

O'C'.O'D' _ tfd.o'd ' m 
OC.OD ~~ oc.od : 

on obtient donc, en divisant, 

O'A'.O'B' . OA.OB _ 
O'C'.O'D' : OC.OD ~ 1 ' 

ce qui revient au théorème énoncé. 

Cette proposition s'étend de l'ellipse aux autres coniques 
par le principe de continuité. 

411. Ce théorème, établi par Apollonius sur une conique, a 
été étendu par Newton à une courbe algébrique quelconque 
de degré m; seulement, ici, les points tels que A et B sont 
en nombre m, réels ou imaginaires. 
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La courbe, rapportée à OA et OC comme axes, aura poui 
équation 

M* -l H-...-hNp l "-K..-f-U==o; 

or, d'après la théorie des équations, on sait que 

OÀ.OB...=±ct et OC.OD...=±H : 

donc 

OA.OB... _N 
OC.OD...*~M # 

Transportons l'origine en un autre point 0', sans changer la 
direction des axes, nous trouverons la même valeur pour 
l'autre quotient. 

III. — Théorème db Newton sur lb quadrilatère circonscrit. 
412. Nous commencerons par rappeler le lemme suivant 

Dans un quadrilatère circonscrit au cercle, la somme de 
deux côtés opposés est égale à celle des deux autres côtés. 

En effet, soient a, 6, c, d les points de contact des côtés 
AB, BC, CD, DA ; posons 

Aa= Ad = a, 

et soient de même (3, y, S les longueurs des tangentes qui par- 
tent des sommets B, C, I>: il est clair que 

AB -4-CD = « 4- (3 H- y 4- d, 

et que telle sera aussi la valeur de BC -+- AD. 
La réciproque est vraie; ainsi supposons \ 

AB-4-CD = BC-f-AD 7 

et décrivons un cercle tangent à AB, à AD et à BC, il faut 
prouver que ce cercle est aussi tangent à CD. Soit 

Aa = Arf=a, Ba = B6 = {3 et Cc = C6 = y. 

Posons 

Drf=ô, 
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l'égalité supposée donne 

mais déjà sur cette droite on a pris la distance 

Ce = 7, 
il reste donc 

Dc = «; 

donc le point c, ainsi marqué sur CD, est un point de contact 
pour la tangente partant de C et pour celle qui part de D: par 
conséquent, ces deux tangentes se réunissent en DC. 

413. Voici maintenant l'énoncé du théorème en question: 

Dans un quadrilatère circonscrit à une conique, la ligne qui 
joint les milieux des diagonales passe par le centre de la 
courbe. 

Considérons d'abord le cercle de centre 0. Soit M le milieu 
de AC, MO coupe BD en N, et il faut prouver que BN=ND. II 
suffira pour cela de montrer que les triangles BMO, DM0 sont 
équivalents; comme ils ont déjà la base commune MO, leurs 
hauteurs BE, DF seront égales, et les triangles rectangles BEN, 
DEF étant égaux, BN sera égal à ND. 

11 faut donc calculer le triangle 

BMO = OAB — OAM — AMB, 

ou bien 

BMO = OMC •+- BMC — OBC, 
d'où 

aBMOrrOAB — OBC, 

car OAM et OMC se détruisent, ainsi que AMB et BMC, 
puisque M est le milieu de AC : donc 

aBMO = -(AB— BC), 

R étant le rayon du cercle. 
On aura de même 

DMO = DAO -+- AOM — DAM , 
et aussi 

DMO = DMC — OMC — DOC, 

Par conséquent, 

a DMO = DAO — DOC, 
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car AOM et OMC se détruisent ainsi que DAM et DMC; il reste 

2DM0 = ~ (DA — DC). 

2 

Mais il résulte du lemrae (412) que 

AB — BC = DA — DC: 
donc 

BMO = DMO, 
et, par suite, 

BN = DN. 

Ce théorème s'étend à l'ellipse par les projections cylin- 
driques qui font correspondre les centres des deux courbes; il 
s'étend à toutes les coniques par le principe de continuité. 

414. Ainsi une droite telle que MN, c'est-à-dire joignant les 
milieux des diagonales du quadrilatère circonscrit à une 
conique, passe toujours par le centre de la courbe. Donc, si 
cette courbe devient une parabole, la droite MN sera parallèle 
à l'axe focal. 

415. La démonstration, même faite sur le cercle, est sujette 
à certaines modifications, suivant la nature du quadrilatère. 
Du reste, ce quadrilatère circonscrit à la conique peut ne pas 
être convexe. 

Enfin on sait (168) que la droite MN passe par la troisième 
diagonale du quadrilatère complet. 

416. Comme corollaire du théorème général, nous obser- 
verons que toutes les coniques inscrites dans un même qua- 
drilatère ont leur centre sur une même droite. 

417. Théorème de Gergonne sur le triangle circonscrit. — 
Supposons que, dans la^/îg*. 122, deux côtés, tels que DA, DC/ 
se rapprochent de manière à se mettre en ligne droite : le 
quadrilatère se réduira à un triangle circonscrit ABC, où le 
côté AC sera tangent au point D dans lequel se réunissent aussi 
les points de contact c et d (fig. i23). On a donc le théorème 
suivant : 

Dans un triangle circonscrit à une conique y la droite qui 
joint le milieu d'un côté avec le milieu de la distance du point 
de contact de ce côté au sommet opposé passe par le centre 
de la courbe. 
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11 y aurait deux autres droites analogues à MN. 

La fig. io3 montre qu'un polygone circonscrit n'entoure pas 
toujours la courbe, même lorsqu'il est convexe, comme un 
triangle l'est nécessairement. 

IV. ThÉOESMES SUR LES FAISCEAUX HAEMOKIQCES. 

418. Les côtés d'un angle sur le plan d'une conique font 
partie d'un faisceau harmonique dont les autres droites con- 
juguées sont la ligne qui joint le sommet de l'angle au. centre 
de la courbe, et la polaire du milieu de la distance entre les 
pôles des côtés de cet angle {fig. ia4)* 

D'un point S, sur le plan d'un cercle, menons deux sécantes 
Sad, S bc qui détermineront le quadrilatère inscrit abcd 9 et 
le quadrilatère circonscrit ABCD : cherchons la polaire du 
milieu M de la diagonale AC. 

Il est clair que AC est la polaire de S, puisque cette droite 
contient les pôles A et C de ad et de bc: donc AC est perpen- 
diculaire sur OS (53), puisqu'il s'agit d'un cercle. Enfin la po- 
laire de M, comme celle de tout point de AC, passe en S : ob- 
servons aussi que BD passe en S, car B et D, ainsi que S, sont 
sur la polaire du point R où concourent ba et cd. 

Cela posé, pour avoir l'équation de cette polaire de M, nous 
prendrons SO pour axe des abscisses et S pour origine. Alors 
les équations de Sad et de Sic sont 

jr = mx, y = m'ar, 
l'équation du cercle étant 

[x — p)*-t-jr'=:r\ 

en posant OS =p. Donc celle de là polaire d'un point repré- 
senté par x 9 et jr' sera 

(x—p) (x'—pj-hjry' =r\ 

S'il s'agit du point S, pour lequel x' = o, y r =o, l'équation 
de AC, polaire de S, sera * 

(x — p) p-{- r 3 = o : 
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donc, en indiquant par X = SH cette valeur de x, on a 



r* 



X = p • 

P 

Maintenant, pour trouver l'ordonnée HA =7, du point À, pôle 
de ad, il suffit d'identifier les équations 

y=mx et ffîi + (x — p)(X — p)=r\ 
dont la seconde, à cause de r a -h(X — p) p = o, devient 

jrjr>-hx(X— p) = o. 

Donc l'identification donne 

p — X ., , r' 

m= £ y dou r â = — • 

r» ' /"H 

On aura de même 

CH= r ,= -£. 

AI* P 

Alors 

2 ap \m m ) 

l'équation de la polaire de M, étant de la forme y = fji#, devra 
encore être identifiée avec l'équation 

( x — p) (X^~-p) -4-7 Y =* r 7 , ou bien yY -t- a: (X — p ) = o ; 



ainsi 



f* 



_^ p — X r 2 zp ?. 



Y p J 1 1 \~" 1 1 

\m m') m -*' 



m m 

ou enfin 

2 mm' 

u = .- 

*^ m-+-m 

Maintenant, dans régal i lé 

{a l + a 3 )(a 1 -}-a A ) = ^{a t a $ + a 9 a é ) (32), 

qui constate le rapport harmonique de quatre points ou de 
quatre droites, posons 

a A = m, puis «» = o 
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pour la droite SU, et 



o,==m', 



H reste 

(m+ m')ai=imm' et n« =r /x. 

Ainsi SS', conjuguée de SO pour former un faisceau harmo- 
nique avec Sad et S bc f est en effet la polaire du milieu H 
de AC. Par conséquent, le diamètre OM est perpendiculaire 
*wrSS'(53). 

419. Le théorème, étant ainsi démontré pour le cercle, 
s'étendra à l'ellipse, au moyen des projections cylindriques 
dans lesquelles les milieux des droites se correspondent. En- 
suite on le généralisera pour les autres coniques au moyen 
du principe de continuité (177). 

Dans ces transformations, le diamètre OM et sa perpendi- 
culaire SS' deviennent évidemment les directions de deux 
diamètres conjugués de la conique. Nous pouvons donc com- 
pléter l'énoncé du n° 418 par l'observation suivante : 

La polaire du milieu de la distance indiquée est parallèle au 
diamètre conjugué de celui qui passe par ce milieu. 

420. On prend le sommet d'un des trois angles dont les côtés 
réunissent deux à deux quatre points donnés d'une conique, et 
ion cherche par rapport aux côtés de cet angle la conjuguée 
harmonique de la droite qui joint ce sommet au centre de la 
conique; démontrer que cette conjuguée harmonique et les 
deux autres droites analogues sont parallèles [fig. 124). 

Ces quatre points étant a, b, c, d, les sommets des angles 
sont S, R, T. On vient de trouver SS' conjuguée de SO relati- 
vement à l'angle aSb t on trouvera de même RR' conjuguée 
de RO relativement à l'angle aRd: d'après ce que l'on vient 
de voir, RR' sera la polaire du milieu N de BD. Soit I le point 
d'intersection de ces polaires SS' et RR', il est clair que I sera 
le pôle de MN. Mais nous avons vu (413) que MN passe par 
le centre; donc le pôle I est à l'infini, c'est-à-dire que SS' 
et RR' sont parallèles : le raisonnement serait le même pour 
la troisième droite TT'; ainsi le théorème est démontré. On 
sait (396) que T est à la fois le point de concours des diago- 
nales de ABC!) et de abcd. Donc les points où concourent AD 
cl BC, AB et DC sont, ainsi que R et S, sur la polaire de T. 
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Les deux propositions de ce paragraphe sont dues à Newton ; 
mais on les croyait nouvelles quand la dernière a été dé- 
montrée directement par la Géométrie et par l'Analyse ( Nou~ 
velles Annales de Mathématiques, i863, p. 49 et suiv.). 

421. Application au triangle. — Si les directions AB, AD se 
rapprochent et finissent par coïncider, les points A, a, d, R, T 
se réunissent en un seul point T, contact du côté BD, dans 
le triangle BDC; on aura encore SS' parallèle à TF, conjuguée 
de TO relativement à l'angle 6 Te. 

V. — Théorème de Carnot. 

422. Considérons les intersections d'une conique par un 
polygone donné : il y a sur chaque côté de ce polygone deu* 
sommets A et B et deux points de la conique M et S, ce qui 
donne deux produits de segments à partir de chaque sommet, 
savoir: AS.AM et BS.BM. Mais par le sommet A il passe aussi 
un autre côté qui coupe la courbe aux points T et Q, ce qui 
donne le produit AT. AQ : de même, par le sommet B passe 
un autre côté qui coupe la conique en V et en P, d'où résulte 
Le produit BV.BP, On obtient ainsi deux séries de produits 
que l'on peut disposer de manière que ceux de la première 
série n'aient entre eux aucune lettre commune; il en sera de 
même pour ceux de la seconde. 

Cela posé, le théorème de Carnot consiste en ce que le 
résultat obtenu en multipliant tous les produits de la première 
série est égal à celui que l'on obtient en multipliant tous 
ceux de la seconde. 

Ainsi 

AS.AM X BV.BP x. . . = AT. AQ X BS.BM X 

423. Nous vérifierons d'abord celte proposition sur le cer- 
cle {fig. ia5). Le théorème connu des sécantes donne 

. AS.AM = AT.AQ, BV.BP = BS.BM,. . , , 
La relation écrite cl dessus est donc évidente; ainsi, le qua- 
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drilatère de la figure actuelle donnera 

AS.ÀMxBV.BPxCN.CRxDQ.DT 
= AT.AQxBS.BMxCV.CPxDN.DR. 

424. La proposition s'étendra d'abord à l'ellipse par le prin- 
cipe de continuité. En effet, soient a, b, m, s les projections 
de A, B, M, S sur le plan de l'ellipse : comme ces quatre 
points du plan du cercle sont sur une même droite AB, tou- 
tes ces projections seront dans le même plan projetant; on 
aura donc 



AS_ 
as 


AM BS BM _, , AS.AM BS.BM 

= am = bs=bm' d ° U a..«m = fc.6,»' 


ilin 


AS.AM as.am 



BS.BM - bs.bm 

Or, l'égalité de produits démontrée dans le cercle peut se 
mettre sous la forme 

AS.AM BV.BP _ 
BS.BM X CV.CP X ,f 

en prenant, pour former le numérateur et le dénominateur de 
chaque fraction partielle, les deux produits binaires formés 
sur un même côté : on aura donc aussi 

as.am bv.bp 

bs.bm cv.cp 

ce qui démontre le théorème pour l'ellipse. On retendra aux 
autres coniques par le principe de continuité. 

425. Non-seulement le polygone n'a pas besoin d'être con- 
vexe, mais il n'est pas nécessaire que tous les côtés coupent 
la conique. En effet, comme il n'entre dans la formule que le 
produit des segments déterminés par chaque côté, ce produit 
est réel, même quand les segments sont imaginaires. 

426. Ce théorème s'étend à un polygone non terminé, c'est- 
à-dire aboutissant à deux côtés parallèles; par exemple, deux 
parallèles coupées par une sécante représentent un triangle 
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dont un sommet est à l'infini. En général, A étant à l'infini, 

il reste 

AS.AM 

AT.AQ ^^ 

et le point A disparaît de la formule. 

Si un côté» tel que AD, devient tangent» il n'en résulte rien 
de particulier» seulement les produits AT. AQ, DT.DQ devien- 
nent des carrés. 

437. Voyons ce qui se passe quand un sommet du polygone 

est sur la conique même : considérons d'abord le cas où ce 

sommet B est très-près de la courbe; le triangle BSV donnera 

toujours 

B8 _ sinV 

BV~~sinS' 

Ainsi» quand les points B, S» V se confondent» la limite du rap- 

BS 
port jrrr est égale au rapport des sinus que font les côtés op- 
posés de l'angle inscrit avec la tangente en ce point : par con- 
séquent» l'indécision disparaît de la formule. 

Cette formule permet alors de trouver la tangente à celui des 
.sommets qui est sur la courbe» car ce rapport des sinus suffit 
pour déterminer la direction de la tangente. 

428. Nous pouvons encore» en admettant que trois points 
M» V» S [fig. 126) viennent à se rapprocher indéfiniment» 
trouver le cercle qui passe par ces trois points infiniment voi- 
sins» c'est-à-dire le cercle oscillateur. La corde MS étant cou- 
pée par les autres cordes VP et TQ» nous appliquerons le 
théorème de Carnot au triangle ABC ainsi formé» ce qui donné 

AT.AQ CP.CV BM.BS __ 
CT.CQ X BP.BV X AM.AS ~ *' 

Soit K le point où la circonférence qui passe en M, V et S vient 
couper BC, on a 

BM.BS ==BV.BK, 

et l'équation précédente revient à 

AT.AQ CP-CV BK 



1: 



CT.CQ BP AM.AS~ ' 
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enfin, comme B, M et S se confondent en V, il reste 

VK AT,AQ CP.CV _ 
VP X CT.CQ X Âv* ~'" 

Ainsi, pour trouver un point K de la circonférence osculatrice 
en un point donné V d'une conique, il faut mener la tan- 
gente AV et la couper par deux droites CA, CV dont la dernière 
passe en V; sur cette droite on porte la valeur VK que l'on 
vient d'obtenir au moyen des segments que les lignes font sur 
la conique : on trouvera ainsi autant de points que l'on voudra 
de la circonférence osculatrice. On peut prendre AC parallèle à 
chaque direction de la sécante CV : alors le point C, étant à l'in- 
fini, disparaît de la formule (422), et l'on obtient 

VK=™-H-. 
AT.AQ 

429. Le théorème de Carnot peut se démontrer pour toutes 
les courbes algébriques, dont l'équation est de la forme 

M-r"-K . .4- N«"+...4-U = o. 

Nous considérerons l'intersection de cette courbe par le qua- 
drilatère ABCD (Jig. 125 ) : nous représenterons les côtés AB, 
BC, CD, DA par les chiffres i, a, 3, 4 et nous supposerons que, 
dans l'équation précédente, la courbe est rapportée au point B 
comme origine, en prenant pour axe des abscisses le côté i, 
et pour axe des ordonnées le côté 2. 

D'après cela, et en raisonnant comme nous l'avons déjà 
fait (411), si nous indiquons par p le produit des segments dé- 
terminés par le côté i à partir de B, et par q le produit analogue 
pour le côté 2, nous aurons 

p M = q N. 

Comme changement provisoire de coordonnées, prenons 
pour axe des abscisses, au lieu du côté 1, une parallèle menée 
par B au côté 3, le côté 2 restant toujours l'axe des ordonnées. 
Il est clair, d'après les formules de transformation, que le 
terme indépendant U ne changera pas, puisquqj'origine reste la 
même. Comme Taxe des y ne varie pas non plus, le produit q 
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reste encore le même, et puisque l'on a 

le coefficient N n'est pas altéré ; mais le coefficient de x m de- 
viendra M', et l'équation sera de la forme 

M'df-K • -H- N^-h- • .-h U = o. 

Maintenant transportons l'origine à l'autre sommet C du côté 2, 
sans changer la direction des axes. Le côté 3 deviendra celui 
des abscisses, et le côté 2 restera toujours celui des ordonnées: 
il suffira, dans l'équation générale, de changer y en j+BC. 
Cette équation deviendra donc 

Soit q' le produit des segments déterminés encore par le 
côté 2, mais à partir de C, et p' le produit des segments dé- 
terminés, à partir du même sommet, sur le côté 3; nous, 
aurons, comme précédemment, 

p' W = $' N. 

On trouverait, en répétant les mêmes raisonnements, que 
l'équation de la courbe, rapportée encore au côté 3 comme 
axe des abscisses, et au côté 4 comme axe des ordonnées, sera 

M'i m + ...-f-N' > r'' , -K . .H-U" = o, • 

« 

ce qui donne une égalité telle que 

p"W = q"N, 

et l'on ferait ainsi le tour du polygone, quel que fût le nombre 
des côtés. 

Enfin l'on revient à faire usage du côté 1. Si le polygone a 
un nombre pair de côtés, comme le quadrilatère que nous 
prenons pour exemple, on peut remarquer que ce côté 1, pris 
une seconde fois, sera encore l'axe des abscisses comme tous 
les côtés impairs. Donc, le côté 4 étant pris en même temps 
comme axe des ordonnées, l'origine sera le point A, et l'on 
aura 

Mr+...+ N'r ffl +... + U'"-o. 

i5 
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Ici N' reste ce qu'il était dans l'équation précédente, puisque 
l'axe des ordonnées reste le même, et M redevient ce qu'il 
était dans la première équation, puisque l'on revient au pre- 
mier axe des abscisses. Ainsi l'on aura, à partir du point A, la 
relation 

p'"M=q"X'. 

Ces diverses relations peuvent s'écrire de la manière sui- 
vante : 

p _ N q' W //' N' if y\ 

q ~~ M % }•' ^ N' ' 'q" ~~~ M' ' ' //" ^"" S''' 

♦ 

Multipliant ces relations, et supposant un nombre quelconque 
de côtés, on a 

• -— • * — — « — — — » • • — f 
// /» ' • 

V P <i P 



Pour voir ce qui se passe quand le nombre des côtés est im- 
pair, supposons qu'il y en ait cinq. Alors la dernière équation 
écrite, ramenant à un cinquième sommet E, sera 

M"*'" -h f_N'j""-h. . . + U'" = o, 

et la dernière relation écrite deviendra 

a'" M" 

p-M" = <f.Y, ou £»-• 

P ^ 

Enfin la dernière de toutes les équations où le côté des ab- 
scisses sera 5, celui des ordonnées étant i et l'origine étant A, 



s'écrira 



M"# m -K . .-h M }•"'-}-. • .-f-U M — o. 



Ici le coefficient M reparaît, mais relativement aux ordonnées 
on aura donc 

et par conséquent 

P <l' }>'" 7 l J 



q p q f q" 



- i . 



Ainsi, que le nombre des côtés soit pair ou impair, on a ton 
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/ 



jours ia relation 



,t .„/' ,.nt 



p <L p_ >ï _.. 

q'p'q"')"'"' ' 



elle constitue le théorème de Carnot. 

430. On comprend que ce que nous avons dit, relativement 
aux coniques, sur les segments imaginaires, les sommets à 
l'infini, les tangentes et les cercles osculateurs s'appliquerait 
de même aux courbes algébriques quelconques. 

Il ne faut paè négliger de considérer les signes des segments 
et de leurs produits : il sera toujours facile d'écrire les seg- 
ments de manière que les deux membres de l'équation aient 
le même signe. 

431. Si m = i, c'est-à-dire si, au lieu d'une courbe, on prend 
une ligne droite, chacune des quantités/?, ç... se réduit à 
une seule droite, et Ton retrouve un théorème déjà dé- 
montré (13). 

Considérons enfin le cas dans lequel la courbe se réduit 
au système de deux droites se coupant en [fig. 127). Nous 
prendrons simplement l'intersection de ces droites par les 
côtés d'un triangle ABC qui donneront, avec leurs prolon- 
gements, la formule 

AM.AS X BV.BP X CR.CN = AR. AN X BM.BS X CV.CP. 

432. Prenons encore une courbe de degré p 9 indiquée par 

A -h-B.r-+-Cf -+-... = 0, 
et que coupent des droites représentées par y = ax; on a 

A — n -t-(B-hCa) -— -t-... = o. 
x* xP~ l 

Pour m, conjugué harmonique de l'origine 0(302), y { =zax { 
et la somme des racines donne 

/>_ _ —(B-H>/) 

x x A 

De là, 

B.r, -f-Cji -h p A z= o , 

et le lieu des points m est une droite, polaire; de 0. Si les 
cordes sont parallèles, est à l'infini (303). 

i5. 



I 
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I. — Proposition inverse du théorème de Pappcs (4-06). 

§ 

433. Un quadrilatère étant circonscrit à une conique, le 
produit des distances de deux sommets opposés, à une cin- 
quième tangente quelconque, est dans un rapport constant 
avec le produit analogue, relatif aux deux autres sommets du 
quadrilatère (fig- 128). 

Soit ABGD le quadrilatère circonscrit à la conique que nous 
supposerons, pour fixer les idées, être une ellipse rapportée à 
ses axes. Soient a, b, c, d les points de contact du quadrila- 
tère, et m celui de la cinquième tangente : pour comparer le 
théorème ad quatuor lineas avec celui que nous voulons dé- 
montrer, il faut considérer d'un côté la distance mp = d du 
point m à ad, polaire de À, et de l'autre côté la distance 
AP == A du point A à la tangente mP, polaire de m. 

Soient xety les coordonnées du point A, x K et/ t celles du 
point m; nous cherchons d'abord ô. Or ad étant polaire de A, 
nous avons 

b 7 x b 7 

* Jï a 7 y J ' y x a*yy { -\- b 2 xx t — a 2 b 2 

b*x 2 ~~ ja\r*-hb 4 x* 



\/ 



a*y> 

De même, raP étant tangente en m, la distance AP aura pour 

expression 

a?yy x -f- b 2 x x x — r/ 7 b 7 

v«v î + b ' x \ 

d'où Ton tire, 

p, 

en indiquant les radicaux parp et p,. 



AUTRES PROPRIÉTÉS DES CONIQUES. 22iJ 

Soient x" , y" les ordonnées du sommet C, opposé à A; on ' 
aura de même 

â " - <" d'où U " - Pï 



De même, soient x', y' et x", y m les coordonnées des deux 
autres sommets B et D, nous trouverons aussi 

« p, 



/ „w 



A p p 
Cela posé, 

33" . AA" __ p> 

ô' <T : AA'" ~ pp" ' 

Mais, d'après le théorème de Pappus (406), le rapport -^-r^ 

est indépendant de la position du point m : le second membre 

A A" 
Test aussi, puisque la quantité pf a disparu; donc v -y„ sera 

encore indépendant de la position du point m. 

434. Ce rapport constant est égal à celui que Von trouve- 
rait en remplaçant la cinquième tangente par un foyer de la 
conique. 

Soit y=ax.-{-$ l'équation d'une tangente quelconque, le 
rapport précédent a pour expression 

._ (y— ocx — $){y" — <xx" — ft ) 
r ~~ (y' — olx'— j3)(j'" — <xx"'— (3)' 

On sait qu'un foyer de la courbe peut être considéré comme lô 
point de concours de deux tangentes, représentées par 



r 



= ± y 7 — i ( x — c ) . 



Or, le rapport constant, pris relativement à l'une de ces tan- 
gentes, a pour expression 



r = [r— v^ (* —c)][r"—J- zH*"— c )] . 

[y>-sl-l(x'-c)}[f>—sl-l{x"' — C)} 

L'autre tangente donne un résultat identique, saufle signe du 



v Ut «:hamtrl Vf ii. 

radical ; donc, multipliant ces deux valeurs de r, il reste 

[ r »t-(-r— <*/]>*'+(** — ç,»] 

L>'-+ :*—*,] L^-r-i**—^* 

'•o qui démontre la proposition. D est clair que la valeur de r 
est la même pour les deux foyers. 

435. application au triangle. — Concevons que le point D 
se rapproche de la courbe et unisse par faire un point de con- 
tact qui se réunisse avec cet d; le quadrilatère se réduira au 
triangle circonscrit ABC, mais le théorème deviendra : 

Un triangle étant circonscrit à une conique, le produit des 
distances d'une tangente quelconque à deux sommets est dans 
un rapport constant avec le produit des distances de cette tan- 
gente au troisième sommet et au point de contact du côté 
opposé à ce sommet: 

La valeur de ce rapport s'apprécie toujours en remplaçant 
la tangente quelconque par un foyer. 

II. — Proposition inverse du théorème de Desargues (1*20). 

436. Un quadrilatère ABCD étant circonscrit à une conique, 
si l'on forme avec les sommets un faisceau ayant pour origine 
le point où concourent deux autres tangentes OH, O/i, ce sera 
un faisceau d'involution dans lequel seront conjuguées les 
droites OA et OC, OB et OD, enfin OH et OA (fig. 129). 

En effet, soient/? et/?' les perpendiculaires abaissées sur OA 
des sommets opposés A et C; soient q et q' les quantités ana- 
logues pour B et D ; on sait, d'après le théorème précédent 

( 429), que *-*-, est constant, c'est-à-dire indépendant de la po- 

PP' 

sition de la tangente OA. Donc, soit ^tt, le rapport obtenu 

PP' PP' 
pour 1 autre tangente OH, on aura r —, = t^ft,- 

qq QQ 
Mais 

/>=OAsinAOA, // = OCsinCOA, 

4 = OBsinBOA, q'=:OV sinDOA, 
et l'on aura des valeurs analogues pour P, P', Q, Q'. Ainsi 
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OA, OB, OC, OD disparaissant, il reste ' 

sinAOA.sinCOA _ sin AOH.sinCOH 
sinBOA sinDOA ~ sinBOH.sinDOH ' 

ce qui établit l'involution (150). . 

437. Si le point est sur la conique, A et OH se confondent 
en une seule tangente qui est un rayon double d'involution. 

438. Les côtés BA, BC restant immobiles, si les côtés DA, 
DC se confondent, il reste un triangle ABC dans lequel le 
point de contact D d'un côté AC remplace le quatrième som- 
met d'un quadrilatère circonscrit. 

Il en résulte donc un théorème facile à concevoir, sur le 
triangle circonscrit. 

439. Si le côté BC se rabat sur BA, et DC sur DA, on voit 
que les sommets opposés C et A se confondent en A, tandis 
que les autres sommets B et D se réunissent respectivement 
aux points de contact a et d des tangentes parties du point A. 
Il en résulte donc le théorème suivant : 

Deux angles et A étant circonscrits à une conique, le 
sommet de chacun d'eux est l'origine d'un faisceau d'invo- 
lution qui a pour rayon double la droite OA et pour rayons 
conjugués, d'un côté,. les tangentes issues du point 0, et de 
l'autre les droites qui joignent ce point O avec les points de 
contact des autres tangentes. 

440. Si deux tangentes sont parallèles, c'est-à-dire partent 
d'un point A situé à l'infini, le rayon double sera une parallèle 
menée du point à la direction commune de ces tangentes. 

lil — Théorèike de Steiner. 

441. Voici l'énoncé général de ce théorème, démontré par 
M. Fauref Nouvelles À nnales, i855, p. 97 et suiv.): 

Soient a et a, b et fi, c et y les foyers de trois coniques in- 
scrites dans un même quadrilatère, on a 

ca.ccL y a. y a 

« ■— m— ■■ — — — ' — 1 ■ - ■ ■ • 

cb.cfi yb.yfi 

Cette relation, identique avec celle de l'involution, sauf que 
les six points ne sont pas en ligne droite, est susceptible de* 
mêmes modifications. 
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442. Lemme d'analyse. — Soit 

ax* — bx* -h ex* — dx + e = o 

une équation du quatrième degré ; si l'on pose 

x 
l'équation deviendra 

a c l b \ 

r 2 r \r ) 

Élevant au carré, remplaçant encore x* par - et réduisant, on 
a la transformée 



ey % -\-ice 
— d* 



r 



3 



iae 
ibd 
c* 



jr 7 -+- 2 ac 
. — 6' 



y -h a 2 = o. 



Les racines de la première équation étant 

m,, m 2f m 39 m 4 , 

celles de la seconde seront 



i i i i 

m, mi ml m: 



Cherchons maintenant la valeur du produit symétrique 

des quatre quantités formées en ajoutant l'unité aux racines 
de l'équation en y. Pour cela, posons 

z = i -+■ y, d'où y=z — i, 

ce qui donnera une équation en z, dont le terme indépendant 
sera le produit cherché. On trouvera, pour valeur de ce produit, 

— (a 2 -h b 2 — lac — lae + 26c? — c l -\- d 2 — 2 ce? -h é 1 ) 



(b — dy+(a — c+e)' 



e x 



= [ H 5 H- 



m 



m 



,+ s? ,,,+ 



m: 



J 
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Cette expression montre que le produit en question est con- 
stant, si e est constant ainsi que les différences a — c, b — d. 
443. Application du lemme précédent. — Soit y*=ipx 
l'équation d'une parabole inscrite à un quadrilatère dont les 
côtés ont, par conséquent, des équations de la forme 

P P P 

y=m x x-\ — > Y=m 1 x-{ — > y=:m^x-\ *—, 

* 2/îii J i m, J im s 

p 

Soient a et a les foyers d'une conique que nous allons 
bientôt assujettir à être tangente au même quadrilatère que 
la parabole. Du foyer a menons à la parabole des tangentes 
dont les coefficients angulaires seront \x. % et \x. x \ comme les 
équations de ces tangentes sont 

P P 

les coordonnées du point a, obtenues par l'élimination entre 
ces deux équations, seront 

p p ( a, -j- a 2 ) 

De même, soient ^ 3 , jx 4 les coefficients angulaires des tan- 
gentes menées du second foyer a à la parabole, les coordon- 
nées de cl sont 

Maintenant, pour établir que cette conique est tangente au 
côté du quadrilatère représenté par 

p 
yz=:m { x H £ — > 

J 2 m, 

il faut écrire, d'après une propriété connue des coniques, que 
le produit des distances de ses foyers à ce côté est une con- 
stante B 3 , c'est-à-dire une quantité indépendante de la position 
~t h* la direction de ce côté. 
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On aura donc 



( 



Y — m.x — \ [ y' — m.x *— ) =BMi -hnij); 



ou bien, d'après les valeurs des coordonnées, 

% Posons, pour abréger, 

il reste 

[( fi t -H /x,) /w, — m; — pi, fi, ] [( ix 3 -h a« ; m, — m] — u,^] 

= KfAfXsfx^ (i -h m* ) m]. 

Soit Si la somme des quantités /x*, /x„ /x 3 , /x«; S, la somme 
de leurs produits deux à deux ; S 3 celle de leurs produits trois 
à trois, et enfin S 4 leur produit, cette équation revient à 

(2) (i— KSi)mJ— S;m;+mï(S, — KS 4 )— S 3 m,-hS 4 =ro. 

On aurait trois autres équations semblables en m„ m 3 , m K pour 
indiquer que la conique est aussi tangente aux autres côtés du 
quadrilatère. Donc, si Ton regarde les directions de ces côtés 
comme les inconnues de la question, on voit que m,, m u nh, 
m 4 sont les racines de l'équation (2). 

Observons ensuite que cette équation ( 2 ) tombe dans le 
cas du lemme (4-42). En effet, 

a=i — KS 4 , A=Si, c = Sj — KS 4 , d=S< y e = S t ; 



alors la quantité 

( i+ sî)( 1h -sî)( ,+ ^ 



, i \ (S,— s,-)»4 -(i-8.-f-a,y 



est constante, en ce sens qu'elle ne dépend pas de K, c'est- 
à-dire de la valeur B* qui caractérise la conique dont a et a 
sont les foyers. 

Si Ton indique par Mt la somme des carrés p-, iaï, /j.\ 9 p]; 
par M 2 la somme de leurs produits deux à deux, par M 3 celle 
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de leurs produits trois à trois, et par M 4 leur produit, on véri- 
fiera facilement les relations suivantes : 

Mi=S;— a&, M 2 =Sî — 2S,S 3 +2S 4 , Ms=S;— 2S,S m 4 =s;. 

D'après cela on a 

(S, — S 3 ) a - t- (i — S,-hS 4 ) 2 __ i-+M,-4-M , -+-M ; ,4-M< 
S 4 2 """ - ' M 4 ™ ; 

mais aussi on a l'identité 

(i^jxî)(i+^i)(i4.^;)(i + ^;)==i+M,-hM,-4-M,-hM 4 , 

d'où 



et enfin 



2 '' 



Êî) ( I+ À) ( 



m\) \ m\j 



relation qui existe entre les inclinaisons des côtés d'un qua- 
drilatère circonscrit à une parabole, et celles des tangentes 
menées à cette parabole par les foyers d'uae conique égale- 
ment inscrite à ce quadrilatère. 

444. Lemme géométrique. — Il résulte de là que, si une 
conique est inscrite dans un même quadrilatère avec une para- 
bole, le produit des distances de ses foyers à celui de la para- 
bole est constant, c'est-à-dire indépendant des éléments de la 

conique* 

En effet, nous avons vu que les coordonnées d'un foyer a 
de la conique étaient 

p [> ( {J., -{- fX 7 ) 

x r= — £ — , y = '—Il l—L . 

Celles du foyer de la parabole étant 

p 

y = o et x = '- > 
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le carré de la dislance de ces deux points sera 



£![7_J ,1" , '*»-t-*»H 






>-- ; — i ; 1 — 2 ci, ll, -f- u, al 



p 2 



el ce carré est encore égal à 

Le carré analogue pour l'autre foyer a sera de même 

P 



4 V <*!/ \ k/ 



ce qui montre, d'après la fin du numéro précédent, que le pro- 
duit de ces carrés a pour valeur 

S( i+ i)( ,+ i)( i+ =î)0 + sî) : 

ainsi se trouve démontré le lemme actuel. 

445. Conséquences de ce lemme. — Soit ABCD le quadrila- 
tère circonscrit à la parabole et à la conique; on peut consi- 
dérer une diagonale AC comme une ellipse infiniment mince, 
dont les extrémités A et C seront les foyers : alors, le produit 
Fa. F a étant constant, quelle que soit la conique, on aura 

Fa.Fa = FA.FC; 

comme on peut en dire autant pour l'autre diagonale BD, on 
a la relation double 

Fa.Fa = FA.FC=FB.FD. 

On sait que quatre tangentes suffisent pour déterminer une 
parabole; ainsi l'égalité FA.FC = FB.FD exprime la relation 
qui existe entre les quatre sommets d'un quadrilatère et le 
foyer de la parabole inscrite. Cela posé, l'égalité double mon- 
tre que a et a forment avec A et C un second quadrilatère, 
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avec B et D un troisième, dans chacun desquels sera inscrite 
une parabole ayant F pour sommet ; seulement ces trois para- 
boles différeront entre elles. 

♦D'après cela, considérons une seconde conique, inscrite 
dans le même quadrilatère ABCD, et ayant pour sommets b 
et(3 : on aura encore 

Fè.F(3 = FA.FC, 
et, par suite, 

F6.F(3 = Fa.Fa, 

ce qui prouve, comme nous venons de le voir, que a et a, 
b et (â sont aussi les sommets d'un quadrilatère circonscrit à 
une parabole de foyer F. Enfin, considérons une troisième 
conique, également inscrite dans ce quadrilatère ABCD et 
ayant c et y pour foyers; on aura encore 

Fc.Fy = FA.FC, 

ce qui donne la relation double, analogue à la première, 

Fc.Fy==F«.Fa = Ffc.F(3. 

Il en résulte donc aussi que les points c et y jouent avec a 
et a, b et (3 le même rôle que a et a avec A et G, B et D, c'est- 
à-dire que cette troisième conique est inscrite dans le qua- 
drilatère abafi. 

446. Démonstration du théorème général. — Par conséquent, 
d'après ce qu'on a vu n° 434, le rapport des produits relatifs 
aux sommets opposés a et a, b et (3 étant le même pour le 
foyer c et pour le foyer y, on aqra 

ca.ca ya-y&.. 

cb.cfi yb.yfi 

c'est le théorème de Steiner. 

On voit que les paraboles n'ont servi que de courbes auxi- 
liaires. 

447. Conséquences de ce théorème. — L'énoncé suivant est 
une conséquence évidente de la démonstration précédente. 

Si trois coniques sont inscrites dans un même quadrilatère, 
chacune d'elles sera aussi inscrite dans le quadrilatère qui a 
pour sommets les foyers des deux autres. 
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Il est clair 411e cela s'étend à tant de coniques que Ton 
voudra, inscrites dans un même quadrilatère. 

Comme cas particulier, nous remarquerons encore que si 
une conique ayant a et a pour foyers est inscrite dans un qua- 
drilatère ABCD, on a la relation 

Aa.Aa Ca.Ca 

ab.ad~~cb.cd' 

Cela tient à ce que les extrémités A et C, B et D des diagonales 
peuvent être considérées comme les foyers de deux ellipses 
infiniment minces, mais inscrites au même quadrilatère. 

448. Ainsi, soient E et G les points où concourent les côtés 
opposés BC, AD et BA, CD : nous aurons, de même qu'au 
n° 445, F étant le foyer d'une parabole inscrite à un même 
quadrilatère, 

Fa.Fa = F6.Fp=Fc.Fy = FA'FC = FB.FD=:FE.FG. 

449. Applications à la parabole. — i° Si la conique (c, y ) 
devient une parabole dont le foyer y est à l'infini, la relation 
devient ca.ca = cb.c$, ce qui fait retrouver le lemme du 
n° 444. 

2 Si l'on fait passer à l'infini un foyer qui ne figure que deux 
fois dans la formule, tel que (3, on a la relation 

ca.ca cb 
ya.ya y b 

entre deux coniques (a, a), (c, y) et une parabole (b). 
3° La comparaison des n m 444 et 445 donne 



F«.F«=Ç^(«-H^)(. + i î )(.-h^)(i+ij = FA.PC. 



m A 



Mais il sera facile de constater que le carré de la distance du 
foyer F de la parabole ait point de contact de la tangente re- 
présentée par 

p 

■->. tft , 



MM'il 






ïJ = ï l ,+ Jïn)- 
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De là on conclut le théorème suivant : 

Un quadrilatère étant circonscrit à une parabole > le produit 
des distances du foyer à deux sommets opposés est égal à la 
racine carrée du produit des distances de ce foyer aux quatre 
points de contact. 

4° On en conclut encore l'énoncé que voici : 

Si Von considère deux points fixes A et C, ainsi que des pa- 
raboles de même foyer F, et que Von mène par les points 
donnés quatre tangentes à une parabole, le produit des dis- 
tances de F aux points de contact est constant. En effet, il ne 
dépend que de FA.FC. 

5° Soient donc N„ N„ N 3 , N 4 les points de contact d'une pa- 
rabole de foyer F et inscrite dans un quadrilatère ABCD, on 
peut écrire ce qui précède de la manière suivante : 



V / FN l .FN a .FN 3 .FN 1 = FA.FC = FB.FD = FE.FG. 

Ici £ et G sont les points 'de concours des côtés opposés 
BC, AD et BA, CD du quadrilatère : on conçoit que ces points 
puissent être considérés encore comme les foyers d'une 
ellipse infiniment mince et toujours tangente au quadri- 
latère ABCD. 

450. Application au quadrilatère complet. — D'après cette 
même considération, les diagonales aa, b$ et cy d'un quadri- 
latère complet jouant le rôle de coniques, on y appliquera 
toujours la formule 

ca.ca, ya.yoc 

cb.cfi yb-yfi 

avec ses modifications. 

IV. — Théorème de Steiner appuqué au triangle circonscrit. 

451. Si deux tangentes se confondent en une seule, les trois 
coniques de foyers a et a, b et (3, c et y inscrites dans un même 
triangle donneront toujours la relation 



eu . c y. 



cb.cp yb.yp 

en effet, il n'y a ici aucune raison de modifier le théorème de 
Steiner. 
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452. La formule 

Aa. Ace Ca.Ca 

ÂBTaD ~~ CËTCD ' 

démontrée à la fin du n° 447, sur les foyers a et a d'une 
conique inscrite à un quadrilatère ABCD, sera encore vraie si 
les deux tangentes AD, CD se réunissent en une seule AC, 
ayant D pour point de contact. 

453. Trois coniques (a, a), (b, (3), {c, y) étant inscrites dans 
un triangle ABC, soit encore F le foyer d'une parabole inscrite 
dans ce triangle; on aura toujours, comme au n° 448, la re- 
lation 

F<z.Fa = F6.F(3 = Fc.Fy = FA.FC = FB.FD. 

En effet, les tangentes AD, CD étant confondues dans le qua- 
drilatère ABCD, le point E se réunit avec C, et G avec A : 
ainsi FE.FG devient identique avec FA.FC 

454. applications à la parabole. — i° En général, N,, N a , 
Nj,, N 4 étant les points de contact d'une conique avec les 
côtés AB, BC, CD, DA d'un quadrilatère, si les tangentes AD 
et CD se réunissent dans une seule droite AC, le point D sera 
le contact du côté AC dans le triangle circonscrit ABC : ainsi D 
remplace N 3 et N 4 . 

Alors la formule déjà connue (449, 5°) devient 



FA . FC == FB . FD = FD ^FN, . FN 2 . 

Tandis que D est le point de contact de AC, les points N,, N 2 
sont ceux où AB, CB touchent la parabole. 
2° On en conclut 

FB 2 = FN,.FN 2 , 



.» z. 



ce qui s énonce ainsi : 

La distance du foyer d'une parabole à un point extérieur 
est moyenne proportionnelle entre les distances de ce foyer 
aux points de contact des tangentes menées du point donné. 

3° Outre l'équation 

FA.FC = FB.FD, 

écrite ci-dessus, on a, par symétrie, 

FA.FB = FCFN„ et FC.FB = FA.FN,. 
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Multipliant ces trois équations, il reste 

FA.FB.FC = FD.FN,.FN„ 

c'est-à-dire que le produit des distances du foyer d'une para- 
bole aux sommets d* un triangle circonscrit est égal au produit 
des distances de ce même foyer aux trois points de contact: 
4° Divisant 

FA.FB = FC.FN I par FC.FB = FA.FN„ 
on a 

Fïï = llfïC d0Ù FC\FN, = Fr.FN„ 

ce qui s'énonce de la manière suivante : 

Le carré de la distance du foyer d'une parabole à un sommet 
d'un triangle circonscrit , multiplié par la distance de ce foyer 
au point de contact du côté opposé à ce sommet f est égal aux 
deux autres produits analogues. 

En effet, la symétrie donnera 

ÏC .FN, = FÏ' .FN, = FB a .FD. 
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455 Première solution. — Soient a, A, c\ d y e les cinq points 
donné* : nous observerons que ac, ad, ae, et bc 9 bd, be for- 
ment deux systèmes de trois droites dans deux faisceaux 
homographiques(112). On pourra donc trouver (111] le pointu 
où se coupent les droites a û, 6û, respectivement homologues 
de ab dans chaque système : dès lors, étant prise une droite 
quelconque af du premier système, on trouvera son homo- 
logue bfj ce qui donnera un sixième point /. 

Si le point /se confond avec fr, la droite bf sera évidemment 
tangente en b; c'est ce que l'on obtiendra en prenant ab au 
lieu de af 

456. Seconde solution. — Considérons le quadrilatère abcd 
inscrit dans la conique cherchée. Par le cinquième point e on 
mène une sécante quelconque ef qui déterminera une invo- 
lution sur le quadrilatère et sur la conique (170). 11 suffira donc 
de chercher le point/ conjugué de e dans cette involution (160): 
ce point/ sera sur la conique. 

Si l'on veut chercher la tangente en b, on regardera acbt 
comme un quadrilatère inscrit dans lequel deux sommets b et t 
sont infiniment voisins, et la droite ed comme la transversale 
de ce quadrilatère. Cette transversale détermine six points en 
involulion conjugués deux à deux, savoir : sur la courbe, eetd; 
sur les côtés opposés ab et et ou plutôt cb du quadrilatère, les 
points y et a; sur les autres côtés opposés ac et bt ( c'est-à-dire 
la tangente), les points (3 et x. Ce dernier étant le seul inconnu, 
on le détermine comme ci-dessus, et bx est la tangente. 

457. Troisième solution, par le théorème de Pascal. — Par 
le point e on mène une droite quelconque ef, et Ton forme 



J 
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ainsi un hexagone circonscrit abcdef dont le sixième sommet/ 
est inconnu. Soit a le point de rencontre de ab et de de> 
(3 celui de bc et de ef> et joignons «£ qui coupe cd en y : on 
sait (386) que af passe aussi en y, ce qui donne ce côté af, et 
par suite/. En général, cette solution est la plus simple. Nous 
avons vu aussi (389) comment on peut mener une tangente à 
un point quelconque. 

458. Quatrième solution par les polaires. — Soit m le point 
de concours de ae et de rfc, n celui de de et de ca, enfin p 
celui de ad et de ce: il s'agit de trouver le point/où mb coupe 
la courbe. Pour cela, joignons db qui coupe au point q la 
droite np 9 polaire de m (61), et joignons enfin cq qui coupe 
mb en/. 

459. On aurait encore d'autres solutions au moyen du 
théorème de Newton sur les segments (MO), ou de celui de 
Carnot (422), mais ces méthodes exigeraient des calculs. Ce- 
pendant le n° 410 sera appliqué utilement dans le n° 469. 

II. — Construire une conique, connaissant cinq tangentes. 

460. Première solution. — Soient À, B, C, D, E les cinq tan- 
gentes : considérons spécialement les deux tangentes A et B 
qui se coupent en S et qui sont coupées aux points/, à', e', 9' et 
y, S, e, <p par les trois autres tangentes C, D, E et par une nou- 
velle F qui est inconnue; prenons arbitrairement sur B un 
point <p de F, il faut trouver l'intersection 9' de F et de A. 

Nous savons ( 115) que les quatre tangentes C, D, E, F sont 
coupées homographiquement par deux tangentes quelcon- 
ques A et B, c'est-à-dire que ces tangentes A et B sont divi- 
sées homographiquement aux points /, ô', e', 9' et y, à, e, 9. 
Donc, connaissant tous ces points, excepté 9', on trouvera ce 
dernier (104). 

On peut encore déterminer le point de contact d'une des 
tangentes, telle que A. Observons que si le point 9, qui est sur B, 
se rapproche.de S, le point 9' se rapprochera du point a où A 
touche la conique; alors, en effet, les tangentes A et F ten- 
dant à se confondre, la limite de leur point d'intersection est 
un point de contact. Donc ce point a sera sur A le point homo- 
logue de S, considéré comme appartenant à B. De même, le 

16. 
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contact b sera sur B l'homologue de S, considéré comme ap- 
partenant à A* 

461. Deuxième solution (fi g. 129). — Soit ABCD un qua- 
drilatère formé par quatre des tangentes données; sur la cin- 
quième OH prenons un point 0, nous trouverons (436) une 
sixième tangente OA, en construisant (160) un sixième rayon 
dévolution. 

Si les tangentes DA, DC arrivent à coïncider, le point D de- 
viendra le contact du côté AC dans le triangle circonscrit ABC. 
Alors nous pouvons considérer comme données les cinq tan- 
gentes BA, BC, AC, OH, OA qui forment toujours, avec le 
sommet O, un faisceau d'involution dans lequel OB sera tou- 
jours conjugué avec OD que Ton déterminera ainsi (160), ce 
qui donnera le contact D de AC. 

462. Troisième solution. — La méthode la plus simple con- 
siste à faire usage du théorème de Brianchon (394). 

Connaissant cinq tangentes (fig. n4), FA, AB, BC, CD, DE, 
on demande une sixième tangente FE. Pour cela, joignons AD; 
prenons sur DE un point quelconque E, joignons BE qui coupe 
AD en S; enfin joignons CS qui coupe AF en F : la tangente 
cherchée est EF. 

On peut encore, étant données (Jig. 1 15) cinq tangentes AB, 
BC,CD, DE,EA, trouver le point de contact de Tune d'elles EA. 
Pour cela, joignons AD et BE qui se coupent en S; enfin joi- 
gnons CS qui coupe AE en F (395). 

III. — Construire uns conique, connaissant quatre points 

ET UNE TANGENTB. 

463. Soient a, b 9 *?, d les points donnés, et e le point de 
contact inconnu de la tangente donnée. On pourra appliquer 
le théorème de Desargues (170) à cette tangente considérée 
comme transversale : soient donc a et a! , (J et (3' les points où 
elle rencontre les côtés opposés du quadrilatère abcd, ces 
points formeront une involution dont e sera le point double. On 
obtiendra ainsi pour ce point deux positions (159) pour cha- 
cune desquelles le problème est ramené à celui des cinq 
points, ce qui donne deux coniques. 
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IV. — Construire unb conique, connaissant quatre tangentes 

ET UN POINT. 

464. Joignons le point aux sommets du quadrilatère formé 
par les tangentes : il en résulte quatre rayons d'un faisceau 
d'involulion dont la tangente au point donné sera un rayon 
double (437) que Ton construira en marquant le point double 
sur une transversale quelconque à ce faisceau. On a encore 
deux solutions. 

V. — Construire une conique, connaissant trois points 

ET DEUX TANGENTES. 

• 

465. Soient a, b, c les points donnés, et Ot,Qt' les tan- 
gentes données dont il faut déterminer les points de con- 
tact d, e. I<a droite de, dans laquelle chacun des points d, e 
représente deux points infiniment voisins, remplace les côtés 
opposés d'un quadrilatère inscrit dont les tangentes sont les 
autres côtés. Considérons donc la droite bc, transversale à ce 
quadrilatère, et qui coupe les tangentes aux points t el t': le 
point s où elle coupe la corde de contact de sera un point 
double de l'involution dans laquelle les autres points conjugués 
deux à deux seront b el c, t et t 1 , d'après le théorème de 
Desargues (170). 

Ainsi Ton aura (159) les points doubles e ete' de cette invo- 
lution sur bc, elab déterminera de même les points doubles 9 
et 9', ce qui donnera les quatre droites ç<p, e<p', e' 9, e' 9'. Cha- 
cune de ces droites, telle que £9, correspondra à une solution, 
puisqu'elle détermine les points de contact d, e en coupant 
les tangentes. 

466. On ne compte que quatre solutions; cependant le 
côté ac du triangle abc donnera aussi deux points ty et i|/, 
analogues aux précédents. Il semble donc que Ton doive ob- 
tenir huit autres solutions, dont quatre en combinant e et e' 
avec 4* et <]/, et quatre autres en combinant 9 et 9' avec 4* 
et 4' : en tout, il y aurait douze solutions. 

Mais observons que chaque côté du triangle abc, tel que bc, 
est divisé harmoniquement par les points doubles e et e' qui 
se trouvent sur la direction (146). Or, nous avons vu, dans le 
n° 43 et dans ceux qui précèdent, que des points £ et 0, 
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E' et O, E" et O" (fig. 17), qui divisent hdroioniquement les 
côtés d'un triangle ABC, sont trois à trois sur quatre droites 
ECTO', E'OO", E"00', et enfin EE'E'. Ici de même, trois 
points tels que e, 9, ty sont en ligne droite: il n'y a donc que 
quatre droites, c'est-à-dire quatre solutions. 

VI. — Construire cne coniqce, connaissant trois tangentes 

ET DEUX POINTS. 

407. Soient AB, BC, CA les tangentes données, et a, (3 les 
points donnés : les tangentes en ces points se coupent en un 
point M qu'il faut déterminer. 

On a vu (439) que BM formait un rayon double dévo- 
lution avec BA et BC, Ba et B*(3; donc BM peut être déter- 
miné. On trouvera de même CM, dont l'intersection avec BM 
donnera le point M, qu'il suffira de joindre avec a el (3 pour 
avoir les deux nouvelles tangentes. Seulement, comme chacun 
des points B et C envoie deux rayons doubles, on a en tout 
quatre points tels que M, ce qui donne quatre solutions. 

468. Cependant le point A donnant aussi deux rayons dou- 
bles, il semble, comme dans le problème précédent, que l'on 
doive avoir douze solutions; en réalité, il n'y en a encore que 
quatre. 

En effet, la figure du problème qui nous occupe et celle du 
précédent sont corrélatives, et un point tel que M sera le pôle 
corrélatif d'une droite telle que £9^ : donc, comme il n'y a 
que quatre droites d'un côté, il n'y a aussi que quatre points 
de l'autre. 

VII. — Résumé. 

469. Les problèmes précédents se réduisent donc toujours 
à celui-ci, dont les données sont plus que suffisantes. 

Construire une conique, connaissant cinq tangentes et leurs 
points de contact. — Soit R le point où concourent les tan- 
gentes en A et B, et M le milieu de AB, on sait que le centre 
sera sur MR: de même, les points B et C avec leurs tangentes 
donneront une seconde droite où sera le centre, ce qui déter- 
minera ce point O. 
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Soit H le point où MR coupe la courbe entre M et R, et 

posons OH = a; on sait que OH =OM.OK, ce qui donne un 

demi-diamètre transverse a'=v / OM.OR» et nous prendrons 
dans le sens opposé OH' = OH. 

L'autre diamètre, dont la moitié est b\ sera paraiïèle à ÀM ; 
donc le théorème des segments parallèles (4-10) partant des 
points O et M donnera 

6'» — AM 1 



a" MA. M H' 

ce qui donne b' ; en effet, 



MB.MA=t=— AM - 

Ainsi V sera réel, si H et H' sont de côtés opposés de M, 
comme pour l'ellipse, et imaginaire dans le cas de l'hyperbole, 
où le contraire a lieu. 

On peut observer que MR ne rencontre pas la courbe, si A 
et B sont sur deux branches d'une hyperbole. Mais sur trois 
points d'une hyperbole, il y en a deux sur la même branche. 

Connaissant a' et b' en grandeur et en direction, il ne reste 
plus qu'à trouver les axes rectangulaires a et b, par un pro- 
blème connu. 

470. La plupart des solutions précédentes sont tirées d'un 
Mémoire de M. de Jonquières. Nous avons remarqué qu'elles 
étaient corrélatives deux à deux, mais cette corrélation n'exis- 
terait plus pour la parabole dont la courbe corrélative n'est 
pas nécessairement une parabole. 

Plusieurs des problèmes relatifs à cette courbe peuvent se 
résoudre en observant qu'elle a une tangente à l'infini : mais 
nous allons établir quelques théorèmes qui faciliteront la solu- 
tion de plusieurs questions. 

VIII. — Théorèmes sur la parabole. 
i° Théorèmes sur le triangle circonscrit. 

471. Le foyer d'une parabole se trouve sur une circonfé- 
rence circonscrite à un triangle dont les côtés sont tangents à 
cette parabole {fig. i3o). 

Soit F le foyer, ABC le triangle dont il s'agit. On sait que les 
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pieds T, T, T* des perpendiculaires abaissées du foyer sur ces 
tangentes sont sur la perpendiculaire menée du sommet O à 
Taxe focal. Ainsi la circonférence de diamètre FA passe par 
T' et T" : on a donc, comme angles inscrits dans le même 
segment, 

T*T'F=T"AF = <z. 

De même, la circonférence décrite sur CF comme diamètre 
passera en T et en T; ainsi l'angle TCF = TT'F: mais 
comme ce dernier angle est identique avec T'T'F, on a 

TCF = T"AF = o. 

Par conséquent, si Ton décrit sur 9F comme diaptètre un 
segment capable de l'angle a, cette circonférence passera 
aussi en C et en A. 

472. Soient CM, CM' deux tangentes à une parabole de 
foyer F; on a 

cm' _FM 

Pour le démontrer, observons d'abord que les triangles CMF, 
CM' F sont semblables. En effet, on sait que, dans une conique 
quelconque, la droite qui joint un foyer au point de concours 
de deux tangentes est bissectrice de l'angle formé par les 
rayons vecteurs des points de contact : ainsi CFM = CFM'. 

De plus, MCF = CM'F : pour le voir, imaginons la circonfé-. 
rence décrite sur CF comme diamètre, et passant en T et T', 
on y observe l'égalité des angles inscrits TTF et MCF, Mais 
TT' F est le complément deT'FG; de même CM'F = T'M'F 
est le complément de T'FM'. Or, ces angles complémentaires 
T'FO et TFM' sont égaux comme formés par la perpendicu^. 
laire FT' à la tangente avec Taxe focal d'un côté et le rayon 
vecteur de l'autre. Donc aussi MCF = CM' F. 

Cela posé, les surfaces de ces triangles sont entre elles comme 
les produits des côtés qui comprennent Vangle CFM = CF'BJ, 
et comme CF est commun, il reste 

CMF _ FM 
CM' F ~~ FM' ' 
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Mais aussi, comme ces triangles sont semblables, nous aurons, 
en observant que les côtés CM, CM 7 sont homologues comme 
opposés aux angljes égaux en F, la relation 



GMF CM * 



CM' F 



CM' 



d'où Ton tire en effet 

» 

cm'_fm 

CM,' "FM'' 
La similitude de ces triangles conduit encore à la formule 

CF a =FM.FM\ 

et ramène ainsi à* un théorème déjà connu (454, 2°). 
Mais soit M' 7 le point de contact du troisième côté ÀB : on 

rM FM 

aura, outre la relation déjà obtenue ^=— 7 '= ™> * les deux 

CM' * M 

autres relations 



AM 7 _ FM' , BM" _ FM' 7 

Â5r~ FM ''' BM^ 1 ™' 

Multiplions ces trois relations où le produit des seconds mem- 
bres se réduit à l'unité, et extrayant la racine carrée, il reste 

CM. AM' .BM' 7 = CM' . ÀM'.BM. 

On voit que la relation connue (2) d'un triangle coupé par 
une transversale est un cas particulier de celle-ci, dans la- 
quelle on imaginerait la parabole réduite à deux parallèles in- 
finiment voisines. 

473. Soient encore M, M', M 77 les points de contact d'une 
parabole avec trois droites BC, CA, AB : on a 

MB _ CA _ BM 77 

3C~AM'~~îFÏ ( "' i * , - l3 ! ) - 
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Eu effet, soit N le milieu de MM'; on sait que CN est un 
diamètre de la parabole. Nous. prendrons pour axe des ab- 
scisses cette droite CN qui coupe la courbe, à l'origine 0, et 
Taxe des ordonnées sera la tangente en 0, laquelle sera, 
comme on le sait, parallèle à MM'* 

En indiquant par x'> y 1 les coordonnées du point M', celles 
du point M seront a? et — y'; le point M' 7 sera représenté 
par x\ y". 

Soit AI parallèle à l'axe; on sait que ce diamètre passe au 
milieu I de M' M", de sorte que 

Or nous avons 

AC j, y' -h y" * 

l'autre extrémité B du côté opposé à C donnera symétrique- 
ment 

MB_ — f— y" 

BC ""— y'*+-y"' 

puisque Ton passe de M' à M, ou de A à B, en changeant le 
signe de y' ; par conséquent, 

MB AC 
BC "M'A* 

Pour concevoir de même des triangles semblables où figu- 
rent M"A et M"B, menons le diamètre BP qui rencontre en P 
l'ordonnée de M", et en R celle de M; nous savons que 
M"P = MR, sauf le signe. Nous aurons donc 

BM / '_ £ (r/+r " / ' 

M"A~~" yi— y ' 

car 

M"P=/'-+-N'P, MR=/' — RN; d'où aMR = r'4-r # , 
puisque N'P et RN sont égaux : on obtient donc 



BM" y' + j 






M"A """">' — y' ' 
ce qui démontre le théorème. 
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On voit qu'il existe deux autres couples d'équations. Ce 
théorème est dû à Apollonius. 

On peut en conclure celui que nous avons démontré à la 
fin du numéro précédent. En effet, les trois égalités doubles 
étant 

MB CA_BT MC_ BA _CM' 
BC AM' — M"A ' CB ~~ AM" ~~ M'A ' 

M'C_ AB CM 
CA ~~BM"~MB' 



la première donne 



et la seconde 



Br MB M'A 
BC= ""BâF - ' 



„_ MC.M'A 

d'où résulte encore 

BM.CM'.AM^^BM^.AM.CM. 

474. Conséquences de l'hexagone de Brianchon. — La para- 
bole est la seule conique pour laquelle une tangente puisse 
être tout entière à l'infini : en effet, tous les points de l'el- 
lipse sont à une distance finie, et les tangentes à l'infini de 
l'hyperbole sont les asymptotes. 

Ainsi, dans l'hexagone circonscrit {fig. 1 14) imaginons que la 
tangente EF passe à l'infini, et voyons ce que devient le tri- 
angle variable SBC dont nous avons parlé à la fin du n° 394. 
Dans le cas général, BS passe toujoursenE; mais ici ce pointE 
étant à l'infini, BS sera parallèle à DE; de même, CSsera pa- 
rallèle à AF : voici donc ce qui en résulte. 

Si, dans un triangle variable SBC, les sommets sont assujettis 
à glisser sur trois droites fixes AD, BA, CD, et que deux de ses 
côtés BS et CS restent respectivement parallèles à deux droites 
fixes DE et AF, le troisième côté BC sera constamment tan- 
gent à une parabole qui sera aussi tangente aux droites BA, CD, 
DE et AF. 

Cela posé, imaginons que les directions AB et AF se con- 
fondent {fig. i32 ) : le point A deviendra un point de contact. 
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De même, si CD et DE se confondent, le point D devient un 
point de contact. Par conséquent, les droites BS, CS devien- 
nent ici respectivement parallèles à CD jet à BA : mais comme 
elles se coupent toujours, ainsi que dans la fig. 1 14> sur la 
droite AD, qui devient maintenant une corde de contact, on 
aura le théorème suivant, dans lequel le point O est celui où 
concourent les tangentes AB, DC (Jig. i3?). 

Si par deux sommets d'un triangle circonscrit à une para- 
bole on mène des parallèles aux côtés opposés, elles se cou- 
pent en un point situé sur la corde de contact de ces autres 
côtés. Ici le triangle est OBC ; on mène BS parallèle à OC, 
CS parallèle à OB, et S est sur la corde AD. 

475. Soit N le point où BC coupe AD. Puisque BA est pa- 
rallèle à CS, on a 

NB NA 
NC — NS ' 

mais puisque BS est parallèle à CD, on a aussi 

NB NS ,,, NA NS t — > Vk __ 

KC = M5' d ° U NS = ND' et NS=NA.ND. 

Par suite de cette égalité, on verra bientôt (481) que le point S 
est sur le diamètre qui passe au contact c de BC. 

2° Théorèmes sur le triangle inscrit. 

• 476. Soient P et P' deux points fixes sur une parabole, OH 
un diamètre quelconque, et C un troisième point variable sur 
la courbe, d'où l'on mène CP et CP' qui coupent OB en A et A'; 

OÀ 

enfin soit O le point oU OH coupe la courbe: le rapport j^j- t 

est indépendant de la position, du point C sur la parabole 
(fig. i33). 

Nous prendrons pour axe des abscisses le diamètre qui 
passe au milieu de PP', et pour axe des ordonnées la tangente 
correspondante : alors, l'équation de la parabole serd de la 
forme 

y * =: 2 px. 
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Les coordonnées du point F seront x', y' ;. celles, du point P 
seront donc a?', — y'\ le point C sera représenté par x" y y". 
L'équation du diamètre OH sera y = $; par conséquent, l'ab- 
scisse du point O où ce diamètre coupe la courbe sera 

10= il. 

L'équation de la droite CP* sera 



-r' = £-^ (*-*')• 



y „ 

* X X 

Pour le point A' où cette droite rencontre le diamètre, 

x — x' = HA', 

en indiquant par H le point où PP' coupe le diamètre : alors 

ux , ^ {t-y^i** -*") = {*-y')(y'+y") 

y' —y" *p 

en observant que 

*' = £-, X" = ï~ 
ip ip 

Mais 

OA' = IIA' — HO, 
et 

HO = 10 — IH = — — af == £- . 

np %p 

Par conséquent, 

0A '= i i?-'[r'+/ ,, -(*.+/)]=^^(r'-*): 

pour avoir OA, il suffira de changer le signe de y', ce qui 
donnera . 

0A= -±^- (/*-*); 
ip yj J 

par suite, 

OA __ $ + r l 

quantité indépendante de la position du point C. 
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477. Soient P, F, M, C quatre points sur urne 
joignons deux d'entre eux, P et P\ ainsi que les deux antres 
MetC ,les droites PF, MC se coupant en H. Par deux points 
P et M, pris sur chacune de ces droites, menons des diasmètres 
jusqu'à la rencontre de l'autre droite : la ligne NR qui join- 
dra ces points de rencontre sera parallèle à la ligne P r C qui 
réunit les autres points [fig* i33*). 

Prenons pour axes les droites PP / , MC et pour origine leur 
intersection H; l'équation de la parabole sera 

r* , x* / 1 i \ / 1 i 

en posant 

HM = a, HC = a\ HP = £, HP' = £\ 

comme on a déjà fait au n° 383. 

On sait que le coefficient angulaire du diamètre d'une para- 
bole a pour valeur le coefficient de xy divisé par le double de 
celui de y*, pris en signe contraire : ici, ce coefficient sera 
donc 

ainsi, l'équation du diamètre PN sera 



r—P= — jp 1 *. 

et si, dans cette équation, on pose .y' = o, il reste 

De même, l'équation du diamètre MR sera 

pour x" = o, il reste 

y" = iUl = ----- 

J i 

Alors l'équation de NR sera 

y' — r" 

v— 7-' =l 1 —l X — X fy \^ 
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ce qui revient à 



= w» ( x 



•>. 



4 \ ^' 

Comme la courbe est une parabole, é* = t-zt— -, » et le coeffi- 

r pp OCX 

S' 
cient angulaire devient — *-;> comme celui de P'C: ainsi NR 

a 

et P'C sont parallèles. 

478. Soit PK parallèle à NR et à PC jusqu'à la rencontre 
en K de CM. Les triangles semblables NHP, RHM donnent 

HP HN 









HR" 


~HM' 










de même, à cause des 


triangles NHR 


et 


PKH, 


on a 




HP 
HR = 


HK 
"HN* 


Donc 


HN 
HM - 


HK 

: hn' 


et 


hn' 


= HM. 


HK. 



479. Dans la Jig* i33, le théorème du n° 477, appliqué à 
d'autres sommets du quadrilatère PP'MC, fait aussi voir que 
PC, P'M coupant les diamètres qui partent de M et de C, la 
droite qui réunit ces intersections est parallèle à PP'. 

Admettons maintenant que le point P' se rapproche du 
point P et finisse par s'y confondre : le quadrilatère se réduit 
au triangle inscrit PMC, et la corde PP' de vient la tangente en P. 
Cependant la droite NR des intersections n'en est pas moins 
parallèle à cette direction, et l'on a le théorème suivant 

(/«;.» 34): 

Un triangle étant inscrit à une parabole, la ligne qui joint 
les points d* intersection de deux côtés et des diamètres qui 
passent aux sommets opposés est parallèle à la tangente au 
troisième sommet. 

Ainsi PM coupe CF en R, PC coupe MH en N, et NR est pa- 
rallèle à TP. 

480. La tangente en P coupe CM en T, et les diamètres 
en F et en H; nous indiquerons aussi par D le point où le 
diamètre en P coupe CM. 

Les triangles CPF, CNR donnent 

CP _CF 

CN ~~ CK ' 
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et les triantes CPD, CNM 

CP_ CD 

CN — CM ; 

doue 

CF _CD 

CR — CM' 

ce qui montre que RP et FD sont parallèle^. 

«81. D'après cela, les triangles TDP, TCF et TUP, TDF 
donnent 

TD _ TP TD _ TF 

TC ~ TF el fîî ~ TP ' 

multipliant, on trouve 

ÏD =TC.TM, 

ce qui s'énonce par le théorème suivant : 

Si, d'un point T, pris sur une tangente à la parabole, on 
mène une transversale qui coupe la courbe en M et C, le seg- 
ment compris entre le pointTet le point D, où cette transversale 
coupe le diamètre du point de contact, sera moyen propor- 
tionnel entre les deux segments Tiff et TC. 

Ainsi se trouve démontré le théorème du n* 175, où l'on a 

trouvé NS = NA.ND (Jlg. i$i). Ici N est un point de la droite 
NBC tangente en c, et la transversale qui passe en N coupe la 
courbe en À et D : donc le point S ainsi déterminé est sur le 
diamètre qui passe en c. 

IX. — Construction di la parabole. 

&82. Construire une parabole, connaissant quatre points. 

Soient P, PS M, C {fig. i33) quatre points d'une parabole; 
menons PK parallèle à P'C jusqu'à la rencontre de CM, etPP 
qui coupe CM en H. Sur cette même droite CM portons 

HN = v / HM.HK: 

la ligne PN sera un diamètre (478). Mais, à cause du double 
signe du radical, il y a deux solutions. 
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Le problème est donc ramené k celui-ci : Construire la tan- 
gente en un point donné d'une parabole, dans laquelle on 
connaît deux autres points et la direction des diamètres. 

Sort P (fig. i34) le point d'où il faut mener la tangente, M 
et C les deux autres points; menons PC qui coupe en N le 
diamètre MN, et PM qui coupe en R le diamètre CR : la droite 
RN sera parallèle à la tangente en P, que Ton pourra mainte- 
nant tracer (479). 

Connaissant donc en P un système de diamètres conjugués 
de la parabole, avec un point de cette courbe, cela suffit pour 
en avoir tous les éléments. 

483. Construire une parabole, connaissant quatre tangentes. 

On commencera par déterminer, d'après le théorème de 
Newton sur le quadrilatère circonscrit (413), la direction des 
diamètres; ce sera celle de la ligne qui joint les milieux des 
diagonales du quadrilatère donné. 

Cela posé, soit OBC le triangle formé par trois de ces tan- 
gentes {fig. 1 32 ) : menons BS parallèle à OC et CS parallèle 
à OB ; la parallèle menée du point S à la direction des diamètres 
coupera BC à son point de contact c (475). On construira de 
même les points de contact A et D des deux autres côtés; 
comme vérification, AD passera en S (474). 

On a ainsi plus qu'il n'en faut pour connaître, comme au 
numéro précédent, un système de diamètres conjugués et un 
point extérieur : mais ici, il n'y a qu'une solution. 

On pourrait déterminer directement le foyer : c'est le point 
commun aux circonférences qui passent par trots des sommets 
"du quadrilatère donné (471). De là résulte môme ce théorème 
indépendant de la parabole : Étant données quatre droites A, 
B, C, D, si l'on circonscrit des circonférences aux triangles 
formés par ces droites considérées trois à trois, savoir : A, B 
et C; A, B et D; X, C et D; B, Ce^D, ces quatre circonfé- 
rences auront un point commun. 

Cela tient à ce que nous avons vu par la première méthode 
que le problème actuel n'avait qu'une solution. 

Enfin, les pieds des perpendiculaires abaissées du foyer sur 
deux tangentes sont sur la tangente au sommet, ce qui achève 
de résoudre le problème. 

■7 
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48fc. Construire la parabole, connamant trois p+imt* et 
tangente. 

Nous pouvons appliquer a ce problème la méthode qui a été 
euivie (465) pour construire une conique, connaissant trois 
points et deux tangentes. Ici Fune des tangentes "Ol* étant 
tout entière à l'infini ( W4), le point f où elle coupe la corde 
des points donnés b et c sera aussi à l'infini. Donc le point *, 
où la tangente donnée coupe cette corde, est H point centrai 
de l'involutioo (130). Ainsi la formule 

— -t 
te=tb.te 

donnera les points doubles c et 4 : on achèvera comme au 
n* 465, et l'on trouvera de même quatre solutions* 

Autre méthode. — Pour ramener le problème aux précé- 
dents, il suffit de trouver le point de contact e de h tangente 
donnée CB (fig. i3a). SoiemD et A deux des points donnés, et 
N le point où AD coupe BC; on sait que si Ton pose 

Ns'^NA.ND, 

• 

les points S et S' ainsi déterminés sur AD, de part et d'autre 
du point N, sont sur le diamètre qui passe par un contact c 
deBC(475), 

De même, le troisième point donné D to combiné avec A, don- 
nera deux points analogues S» et S', ; on aura donc quatre 
droites SS„ S' S, , SS' t , S' $', qui seront des diamètres de chacune 
des quatre solutions et détermineront sur la tangente donnée 
les points de contact correspondants. 

Comme il n'y a que quatre solutions* on retombera encore 
sur ces points en combinant D avec D,. D'ailleurs» on peut 
vérifier par l'analyse que le problème est du quatrième, degré. 

485. Construire la parabole connaissant trais tangentes et 
un point [fig. i3a). 

Soit OBC le triangle circonscrit et H le point donné ; nous 
commencerons par trouver un second point de la courbe. 
Pour cela, menons BS parallèle à OC et CS à OB, puis joignons 
SH : cette droite coupe BC en T, et soit I le second point où 
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elle tencttiu* h 00* i*è, on a 

ainsi ce second point I est connu. 

Maintenant, soit V le point où cette sécante coupe Tune 
des autres tangentes OC, et M celui où elle coupe le diamètre 
qui passe par le point de contact D de cette tangente: le 
même théorème donne 



ce qui donne deux positions H et M' de ce point. Enfin, soit 
OK parallèle à BC et coupant en K la droite CS parallèle à OB : 
on remarque» en combinant les n°» 474 et 475, que ce point K 
est sur le diamètre qui passe au contact D de OC, troisième 
côté du triangle ORC. Ainsi KM sera ce diamètre et coupera OC 
au point D : ensuite Se, parallèle à KM, coupe BC à son con- 
tact c% et DS coupe OB à son contact A ; le problème est donc 
ramené aux précédents. 

On en ferait autant avec le point M'. Il y a donc deux solw- 
tions, à moins que le point donné H ne soit le contact ï), au- 
quel cas il est clair qu'il n'y en a qu'une. 

486. Construire la parabole, connaissant deux points et deux 
tangentes [fig. i32). 

. Soient OC, OB les tangentes et I, H les points donnés : la 
sécante IH coupe OC en V, et l'on déterminera, comme dans 
le numéro précédent, les points M et M' ; on construira aussi, 
sur cette même sécante IH et relativement à l'autre tangente 
OB, deux points analogues P et P'. Comme on peut les combi- 
ner de différentes manières, M et P, M et P', M' et P, M' et F, 
il y a quatre solutions. 

Pour achever la première, par exemple, soit R le milieu 
de MP, je dis que OR sera un diamètre : en effet, imaginons 
du point R la droite LQ parallèle à la corde de contact DA et 
comprise entre les diamètres AP et DM. Puisque RM = RP, 
les triangles semblables RMQ, RLP sont égaux et RL = RQ : 
donc, soit RG parallèle à ces diamètres, il est clair que G sera 
le milieu de AD. Mais comme le diamètre GR, passant au milieu 

*7- 
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de la corde AD, passe aussi au point de concours O des tan- 
génies en A et en D, on voit que OR est un diamètre. Ainsi, la 
direction dos diamètres étant connue, on mènera PA et MD pa- 
rallèles à OR, ce qui déterminera les contacts A et D et ramè- 
nera le problème aux précédents. 

Si l'un des points donnés I ou H est sur une tangente, il n*y 
a que deux solutions. Enfin, si chaque point est sur Tune des 
tangentes données, il n'y a plus qu'une solution. 

Autre méthode. — Ce problème se ramène à celui du n* W7, 
en admettant qu'une RC des trois tangentes données passe à 
l'infini. Alors les droites du faisceau R ont toutes la direction 
AR : une transversale quelconque coupera aR, £R en a et b 
et AR en û>, qui sera le point central de révolution puisque 
AR est conjugué de RC; on déterminera donc sur cette trans- 
versale le point double x où elle coupe Bx parallèle à AR. On 
aura de même y sur le faisceau C; or, Bx et Cjr se coupent 
au point M, de sorte que Ma et H (3 seront les nouvelles tan- 
gentes cherchées. 

Il y a quatre solutions, parce que Ton a deux points x et deux 
points j. 

La plupart des solutions et des théorèmes que nous venons 
d'obtenir relativement à la parabole sont dus à M. Page. 
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I. — Centre instantané db rotation. 

487. Une caurbe peut souvent être engendrée par un point 
pris fixement sur une ligne mobile d'après certaines condi- 
tions. Quand cette ligne passe d'une position quelconque à la 
position immédiatement voisine, on co'nçoit qu'elle tourne 
autour d'un point fixe pendant un temps infiniment court : 
ce point s'appelle centre instantané de rotation. 

Dans quelques circonstances, la position de ce point est 
évidente. Considérons, par exemple, la cycloïde, c'est-à-dire 
la courbe engendrée par un point fixe d'une circonférence qui 
roule elle-même sur une droite donnée. Il est clair que le 
centre instantané de rotation sera, à chaque instant, le point 
de contact entre la circonférence mobile et la droite fixe. 

De même, dan$ Yépicyclotde, courbe engendrée par un 
point fixe d'une circonférence roulant elle-même, encore sans 
glisser, sur une seconde circonférence fixe, le centre instan- 
tané de rotation est,, à un moment donné, le point de contact 
des deux circonférences. 

488. Cette définition s'étend au cas où le point générateur 
rie fait pas partie de la courbe mobile, mais s'y trouve inva- 
riablement fixé, de manière à en suivre le mouvement. En 
effet, on comprend toujours qu'un mouvement infinitésimal 
ait lieu autour d'un certain centre. 

Par exemple, concevons les cycloïdes et les épicycloïdes 
allongées ou raccourcies, courbes pour lesquelles le point 
générateur est- sur un rayon fixe de la circonférence mobile, 
mais au delà ou en deçà de cette circonférence. Il est clair 
que le centre instantané de rotation sera toujours au contact 
de la circonférence mobile avec la droite ou la circonférence 
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fixe. En général, quand le point générateur est fixé invaria- 
blement à une courbe qui roule sans glisser sur une autre 
courbe, le centre instantané de rotation est au contact des 
deux courbes. 

489. Il est aussi un cas dans lequel on peut fixer, à chaque 
instant, la position du centre de rotation : c'est celui où le 
point générateur est lié invariablement à une droite de lon- 
gueur constante, dont les extrémités sont assujetties à se 
mouvoir sur deux lignes fixes, droites ou courbes. 

Considérons les éléments de ces lignes que décrit la droite 
constante dans un instant très-court : chacun de ces éléments 
sera considéré comme un élément circulaire ayant pour centre 
le centre instantané de rotation ; donc, si l'on mène à chacun 
de ces éléments les normales respectives aux lignes dont ils 
font partie, ces normales se couperont à ce centre de rota- 
tion. 

Ainsi, l'on sait que si une droite de longueur constante 
s'appuie sur deux droites fixes, un point invariable sur cette 
droite mobile décrit une ellipse. Du reste, nous reviendrons 
sur ce sujet. 

490. Si la direction mobile est assujettie à passer par un 
point fixe, il est clair que la perpendiculaire menée par ce 
point fixe à cette direction variable contiendra le centre in- 
stantané de rotation, En même temps, il ne restera plus 
qu'une seule extrémité de la longueur constante qui sera 
assujettie à s'appuyer sur une ligne directrice ; mais la nor- 
male à cette ligne contenant toujours le centre de rotation, ce 
centre sera déterminé. 

C'est ce qu'on observe pour les conçhoXdes décrites par un* 
droite qui passe par un point fixe, et sur laquelle on porte, k 
partir d'une ligne fixe» une longueur constante. 

491. Construction de la tangente, t— Pendant un temps in- 
finiment petit, le point mobile décrit un élément de circonfé- 
rence qui a pour centre le centre instantané de* rotation. Si 
donc on joint ces deux points, on aura la direction de la nor- 
male a la courbe au point actuel, et par suUq celle de la tan- 
gente. 

492. Construction dei enveloppes, w* On p*nt qwlquejbis, 
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par cette considération, trouver tés points et les tangentes des 
courbes appelées enveloppes, lieux géométriques des inter- 
sections consécutives de lignes mobiles. 

Supposons le centre instantané de rotation déterminé pour 
une position quelconque de la ligne génératrice* On sait que 
cette génératrice est toujours tangente à l'enveloppe; elle 
Test aussi à la circonférence qui a pour centre le centre de 
rotation, et qui passe au point de contact commun. Ainsi, ces 
trois courbes auront en ce point la même normale. Si donc on 
mène par le centre de rotation une normale à la position ac- 
tuelle de la génératrice, on a ainsi le point de l'enveloppe et 
la tangente correspondante. 

Par exemple, considérons l'enveloppe d'une droite ÀB de 
longueur constante s'appuyant toujours sur les côtés d'un 
angle donné AOB. On sait (489) que le centre instantané de 
rotation se trouve à l'interjection des droites AC, BC, respec- 
tivement perpendiculaires à OA, OB, Donc, BA étant la tan- 
gente à l'enveloppe au point cherché M, ainsi qu'à la circon- 
férence de centre C, il suffira d'abaisser CM perpendiculaire 
sur AB, ce qui donne le point M de l'enveloppe. , 

493. Maxima ou mini ma. — Certaines questions de limites 
se ramènent à la considération du centre instantané de rota- 

« 

tion. On sait, en effet, qu'aux environs d'un minimum ou 
d'un maximum la quantité qui arrive à cette limite varie très- 
peu. Si donc il s'agit d'une ligne mobile, on peut admettre que 
tout se passe alors comme si cette valeur limite était constante. 

Considérons, comme dans la question précédente, une 
droite AB mobile dans l'angle AOB ; ici seulement nous suppo- 
serons que cette droite est assujettie à passer pat un point 
fixe M, et que nous cherchons la position où elle sera mini- 
mum. Puisque tout doit se passer, aux environs de cette po- 
sition, comme dans la question précédente, les perpendicu- 
laires AC, BC, MC aux trois côtés du triangle OAB devront 
concourir en un même point C qui sera le centre instantané 
de rotation* 

En appliquant lé calcul h cette méthode, on résoudra le 
problème ainsi énoncé : 

Dans un angle donné AOB faire passer par un point 
d**mé M une droite AB de longueur minimum. 
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-L'inclinaison de AB se trouver» par une équation du troi- 
sième degré que l'on pourra déterminer d'après ce qui pré* 
cède. 

On trouvera encore dans les Nouvelles Annales de Mathé- 
matiques (i852, p. i?3 et suiv.) l'application de cette méthode 
à la question suivante. 

Soit AOB un angle fixe circonscrit à une ellipse, et MN une 
tangente à cette courbe, telle que la portion interceptée MN 
entre les côtés de l'angle soit un minimum. Les deux 
points M, N sont à égale distance du centre de l'ellipse. 

4-94. En général, il ne faut pas confondre le centre instan- 
tané de rotation avec le centre de courbure. Ainsi, dans la cy- 
cloïde, le centre instantané de rotation est au milieu du rayon 
de courbure. 

II. — Théorème de Là Hibe. 

495. Nous commencerons par rappeler deux théorèmes élé- 
mentaires et connus dont nous aurons besoin. 

Soit H un point donné sur une règle AB, de manière 
que MA = 6, MB = a; si cette règle tourne dans un angle 
droit xOy, de manière que A s'appuie sur Ox et B sur Oy 9 le 
point M décrit une ellipse dont les axes des abscisses et des 
ordonnées sont aa et afr. 

En effet, si le point M est dans l'intérieur de l'angle xOy, 
on a 

x 9 _ ÔA* y* _ PB* 
a*~~ (a+-b)* J b*~(a-t-b)** 

Si le point M est en dehors de l'angle, on remplace (a + 6) 1 
par (a — bf; dans les deux cas, comme l'angle est droit, il 
reste 

x s y 2 

Ensuite, soient AC perpendiculaire à OA et BC à OB ; ou 
sait (489) que CM sera la normale en M à l'ellipse. 

On aura encore une ellipse, si l'angle donné est quel- 
conque (503). 

496. Un point pris sur une circonférence qui roule sans 
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glisser à l'intérieur d'une circonférence de rayon double 
décrit un diamètre de cette seconde circonférence (fig. i35). 

Soit donc C le milieu du rayon OA, et considérons la ciiv 
conférence de centre C et de rayon CO = CA, mobile sur la 
circonférence OA* Faisons commencer le mouvement à l'in- 
stant où le point A, pris comme appartenant à la circonférence 
mobile, est en ligne droite avec O et C. Quand C est venu 
en C en tournant d'un angle COC = a, le point A est arrivé 
en un point A'. Soit alors B le point de contact, Tare BA' aura 
sur le cercle mobile une longueur égale à celle de Tare BA du 
cercle fixe, puisque le premier roule sans glisser. Donc, comme 
OA = aCA, on aura par compensation l'angle BCA'=:2a. 
Ainsi, joignons C'A'; le triangle OC A' sera isocèle, puisque 
OA' est un rayon du petit cercle; par conséquent, l'angle 
COA' = a, comme moitié de l'angle BC'A'. Il en résulte 
que OA' passe au point C; donc A' est toujours sur le dia- 
mètre OCA. 

497. Si le point fixé sur le rayon du cercle mobile est en 
dedans ou en dehors de ce cercle , ce point décrit une ellipse. 

Soit M la position initiale du point en question. Quand le 
centre mobile C sera venu en C, comme nous l'avons dit, le 
point M viendra en M', de sorte que CM' = CM. Mais soit OD 
perpendiculaire sur OC, cette droite coupe de nouveau en D 
la circonférence C; le triangle C'OD étant isocèle, l'angle 
CDO=COD = 9o°— ?; donc le troisième angle DC0 = 2«; 
par conséquent, CD est le prolongement de CA' et 
DA' = 2 OC ^= OA. De plus, puisque CM' = CM, on voit que 

DM' = OM et M'A' = MA, 

* 

Par conséquent, les droites OC, OD étant à angle droit, le lieu 
du point M' est une ellipse de centre O, et dont les axes 
sont : OM dirigé suivant OC, et MA dirigé suivant OD (495). 
C'est en cela que consiste le théorème de La Hire. 

498. On a vu en même temps que, pour avoir la normale 
en M', il suffisait de joindre à M' le point où concouraient les 
perpendiculaires élevées çn A' sur OC, et en D sur OD.. Mais 
ici les triangles OCD, A'C'B' sont égaux comme étant isocèles 
et ayant les angles en C opposés au sommet. Donc, la fi- 



gurt ODWAf est un rectangle; ainsi la normale BM' s't 
tiendra en joignant le point mobile M' au contact actuel B 
des deux cercles» 

499» La perpendiculaire abaissée du point mobile M' sur la 
direction initiale OCM coupe la position actuelle OCB du 
rayon mobile en un point H de la circonférence qui a pour 
centre et OM pour rayon (fig. i35). 

Soit P le pied de cette perpendiculaire, et K le point où elle 
coupe la circonférence OM, du côté opposé à C. Puisque 
OK = OM = DM' est le demi-axe de l'ellipse, dans la direc- 
tion de OA, et que A' M' est le demi-axe dans la direction 
de OD, le théorème connu sur les ordonnées correspondantes 
de l'ellipse et d'un cercle concentrique ayant pour rayon l'un 
des demi-axes donnera 

PK _ OK 
ÊSF^A'M'' 

Par conséquent, les triangles OPK, PM'A' sont semblables, 
et l'angle POKsPA'M's*. Ainsi, le point H, symétrique 
de K, sera sur OB. 

500. Le secteur elliptique MOM' est proportionnel à 
l'angle a que décrit le centre du cercle mobile. 

En effet, comparons ce secteur MOM' au secteur MOH du 
cercle OM, qui lui correspond d'après ce qu'on vient de voir. 
Ces secteurs sont respectivement composés des triangles POM', 

PM' MA 

POH, qui sont entre eux dans le rapport -pp- = -ttq > et des 

demi-segments PMM f , PMH, qui sont entre eux dans le même 
rapport/ d'après la mesure connue de fa surface de l'ellipse. 
Donc le secteur elliptique est égal au secteur circulaire mul- 
tiplié par un rapport constant, et, comme ce secteur circu- 
laire est évidemment proportionnel à l'angle a, le théorème 
est démontré. 

III. — Théorèmi nr Schootbk. 

501, Quand deux sommets d'un triangle donné s'appuient 
sur deux droites fixes, le troisième sommet décrit une ellipse 
{fig. i36). 



Soient AB, AG les droites fixes, et BCM une des positions 

du triangle donné» le point M étant celui dont on -cherche le 

lieu géométrique. Soit le centre du cercle circonscrit au 

BC 
triangle ABC; son rayon sera égal à . ■ . (253); donc son 

2 sin a 

centre sera toujours sur une circonférence décrite du 
centre A avec ce rayon. Si donc nous décrivons du centre A 
une circonférence ayant pour rayon le diamètre AOH de ce 
cercle circonscrit, tout se ramènera à la figure précédente. 

Ainsi, joignons MO qui coupe la circonférence circonscrite 
à ABC aux extrémités N et P d'un de ses diamètres. Nous sa- 
vons (496) que le point N décrira un diamètre de la circonfé- 
rence de rayon AH, celui qui est dirigé suivant AN; de même, 
P décrira la direction AP; mais ces directions, qui sont par 
conséquent constantes pendant le mouvement, sont à angle 
droit, car NP est un diamètre de la circonférence de centre O. 
11 en résulte (495) que le point M décrit une ellipse dont les 
axes ont pour directions constantes AN et AP, et dont les 
demi-axes ont pour valeurs MN et MF, 

502. Nous rappellerons deux cas particuliers. 

Si le point mobile est en N sur la circonférence de centre O» 
on sait (496) que le lieu est une droite passant en A. Cela se 
reconnaît lorsque le quadrilatère CMBA, ou plutôt CNBA, est 
inscriptiblç. 

Ensuite, si le point mobile est le centre O d'un pareil qua- 
drilatère, il est clair que le lieu est un cercle de centre A et 
de rayon AO. 

503. Il est clair que le théorème subsiste si le point M est 
sur U direction de CB, auquel cas le triangle se réduit à une 
droite. On trouve ainsi une extension du n° 495, car l'angle BAC 
n'a pas besoin d'être droit, 

504. Dans le cas général du triangle, on trouvera encore la 
normale par le centre instantané de rotation (489), en menant 
aux points B et C des perpendiculaires sur AB et AC« Mais 
si Ton joint ces points B et C à l'extrémité H du diamètre AOH, 
il est clair» puisque c'est un diamètre, que les angles en B et 
en C seront droits : ainsi le point H est le point de concours 
de ces perpendiculaires, c'eet-Mire le centre instantané de 
rotation. Par conséquent (4*1) HM sera la normale cherchée* 
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505. Soit AK perpendiculaire sur HH jusqu'à la rencontre 
de cette normale en K : le rayon de courbure au point M de 

MH 

l'ellipse a pour valeur g^ • D'ailleurs, K est sur la circonfé- 
rence 0, puisque AOH est diamètre. Pour démontrer ce ré- 
sultat, nous renverrons à la théorie des développées qui se 
trouve dans beaucoup d'ouvrages, même élémentaires. 

506» Comme réciproque du théorème de Schooten, nous 
observerons que, si un angle donné de grandeur BAC, mais 
dont le plan est mobile, se meut de sorte que deux de ses côtés 
glissent sur les sommets d'un triangle fixe BCM, le troisième 
sommet M de ce triangle tracera une ellipse sur le plan 
mobile. 

Cette remarque est attribuée à Léonard de Vinci. 



IV. — MOUVSMBHT CONTINU. 

507. Nous avons établi sur le mouvement instantané, c'est- 
à-dire sur celui qui a lieu pendant un temps infiniment court, 
des principes qui s'étendent au mouvement prolongé pendant 
un temps fini. 

Commençons par poser le lemme suivant : 

Si une droite de longueur donnée AB est transportée dans 
une position quelconque A'B' de son plan, on peut toujours 
imaginer que ce mouvement ait eu lieu autour d'un centre 
immobile (Jig. 137). 

En effet, sur les milieux de AA' et de BB' élevons à ces 
droites des perpendiculaires qui se coupent en : les triangles 
OAB, OA'B' ont les trois côtés respectivement égaux, donc 
leurs angles sont aussi égaux de part et d'autre. Ainsi, quand 
le point A sera venu en A', la droite OB prendra la direction OB' 
et le point B tombera en B'. 

508. Par conséquent, il sera toujours possible défaire passer 
une figure d'une position donnée à une autre position égale- 
ment donnée, dans le même plan, par une rotation autour 
d'un point fixe. 

En effet, puisque la position d'une figure plane est déter- 
minée quand on donne celle de deux de ses points, il suffira 



ROTATION DES FIGURES. l6j) 

de considérer, comme nous venons de le faire, une droite AB 
de la figure mobile. 

509. Après s'être assuré ainsi que le transport d'une figure 
dans son plan dépend toujours d'un mouvement de rotation, 
on s'explique le théorème suivant, dû à M. Chastes : 

Le mouvement <T une figure dans son plan peut toujours être 
produit par une courbe qui roule sur une autre courbe. 

Cela tient à ce que la série des centres instantanés de rota- 
tion (c'est-à-dire des points tels que (507), mais pris dans 
les positions consécutives de la droite mobile) forme une 
courbe qui peut être considérée de deux manières : d'abord 
comme fixe, dans sa position absolue; ensuite comme entraînée 
par le mouvement de la figure. On aura donc ainsi deux 
courbes, l'une fixe, l'autre mobile, et qui seront tangentes 
dans chaque position de la figure. 

510. De là résulte aussi la proposition suivante, énoncée par 
Descartes . 

Lorsqu'une courbe roule sur une autre, un point fixé inva- 
riablement à la courbe mobile décrit une ligne dont la normale 
en chaque point passe au contact des deux courbes (488). 
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